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 .         وصفو الجزئي الصف ىذا لمعامل الثالث فيحيث أدى ىذا التقدير الى تحسين حد ا
 

 ., حدود المعاملات مسألة فكيت شيغو , تابع ثنائي التباين: الكممات المفتاحية
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
 سورية. –اللاذقية  –جامعة تشرين  –كمية العموم  –قسم الرياضيات  –أستاذ  *

 سورية. –اللاذقية  –جامعة تشرين  –كمية العموم  –قسم الرياضيات  –أستاذ  **
 سورية. –اللاذقية  –جامعة تشرين  –كمية العموم  –قسم الرياضيات  –طالب دراسات عميا )دكتوراه(  ***



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 0206( 4) العدد( 34) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة تشرين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

10 

Estimates of Initial Coefficients in Some Subclasses of 

 Analytic and Bi-Univalent Functions 
 

Dr. Hassan Baddour
*
 

Dr. Mohammad Ali **  

Majd Ayash ***  

 

(Received 9 / 5 / 0202. Accepted 21 / 8 /0202) 

 

 

  ABSTRACT    
In this paper, we present an estimate for the Fekete-Szegö inequality in the subclass 

        which is defined by Frasin. This estimate led to improving the bound of the third 

coefficient in this subclass and in the subclass         . 

 
Keywords: Bi-univalent functions, Fekete-Szegö inequalities, Coefficient bounds. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
* Professor, Department of Mathematics, Faculty of Science, Tishreen University, Latakia,Syria. 

**
Professor, Department of Mathematics, Faculty of Science, Tishreen University, Latakia, Syria. 

***
Postgraduate Student (Ph.D), Department of Mathematics, Faculty of sciences, Tishreen 

University, Latakia, Syria. 



 بدور, عمي, عياش                                                     تقدير المعاملات الابتدائية في صفوف التوابع التحميمية ثنائية التباين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

14 

:مقدمة  

عمل بعض ل لاً ستكمافي صف التوابع ثنائية التباين ا تقديرات معاملات التوابع تحسينالبحث مسألة ندرس في ىذا 
والصف          تقدير لممعامل الثالث في الصف  نقدمحيث   [5,6,7]في كل من المراجع  الباحثين السابقين

وحدود معاملات التوابع في صف "  Fekete-Szegö إيجاد تقدير لمسألة " طريقة مستخدمين         الجزئي 
    .المدروسالتوابع ذات القسم الحقيقي الموجب وأيضا مطابقات خاصة مبنية عمى طبيعة تعريف الصف 

    

 البحث وأىدافو:أىمية 
والمعروفة بأنيا أسرة التوابع ثنائية التباين من   تكمن أىمية البحث من كونو يُعنى في دراسة التوابع المختمفة للأسرة 

ويتجمى ىدف ىذا   .خلال دراسة خواص معاملات ىذه التوابع عندما تنتمي لصفوف جزئية معينة من الأسرة 
و أو لمحدد ىانكل املات أو لمتراجحات فيكت شيغالبحث في محاولة الحصول عمى أفضل تقديرات ممكنة لبعض المع

 .الثاني لمتوابع في بعض الصفوف الجزئية من
 

 طرائق البحث ومواده:
, المتباينةلتحميمية و خاص ضمن التحميل العقدي والتوابع ايقع ىذا البحث ضمن اختصاص الرياضيات النظرية, وبشكل 

ــسمة ـــــمـســـــــــر التابع التحميمي في ــــالعقدي مثل قابمية نش كل أساســـي عمى مفاىيم التحميلـــــــلذلك فالطرق المتبعة تعتمد بش
وبشكل  ,س الحقيقية بمتغيرات عقديةــــــللأس أويمر - ثنائي حد نيوتن شورـــــمن عمى وأيضاً  ,ما  النقطة تايمور في جوار

 .وابع المتباينو أدبيات نظرية الت عمى عام
  تعاريف ومفاىيم أساسية

| |    }  التحميمية عمى قرص الواحدة        الى مجموعة التوابع   𝒜يرمز بالرمز  والتي تحقق  {  
 والمعروف بأنيا تمثل بسمسمة تايمور ذات الشكل                الشرط 

        ∑    
  

                                                                                                       
 لنظرية الربع , ومن المعروف أنو وفقاً والمتباينة عمى قرص الواحدة 𝒜لصف التوابع الجزئية من   ويرمز بالرمز 

| |  }مداه يحوي القرص   , ان كل تابع من الصف [1]" ,انظرKoebeلمباحث "    ⁄    . لذلك كل تابع{
             و                    يحقق أن         يممك معكوساً     متباين من الصف  

   | |                ⁄  وبسبب التباين يمكن ليذا المعكوس أن يعبرعنة بسمسمة قوى)تايمور( كمايمي  
                           ∑    

 
 

   

      
   

    
      

      
            

                        
عمى  اً متباين       ومعكوسو   اذا كان كل من   أنو ثنائي التباين عمى قرص الواحدة  𝒜  يقال عن التابع 

 𝜎ومن الأمثمة عمى توابع من الصف   الى صف التوابع ثنائية التباين عمى  𝜎قرص الواحدة. ويرمز بالرمز 
 

   
                      

 

 
   (

   

   
)   

 اذا حقق الشرط التالي 𝛼أنو نجمي من المرتبة   من الصف   يقال عن التابع 

                                  ℜ (
  ́   

    
 )   𝛼                   (  𝛼   )  
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 .  𝛼    بالرمز 𝛼ويرمز لصف التوابع النجمية من المرتبة 
 اذا حقق الشرط التالي 𝛼أنو محدب من المرتبة   من الصف   وأيضا يقال عن التابع 

                              ℜ(  
  ́́   

 ́   
 )   𝛼                   (  𝛼   )   

𝛼وفي حالة   .  𝒦 𝛼 بالرمز 𝛼ويرمز لصف التوابع المحدبة من المرتبة   لصف التوابع   و   𝒦يرمز بـ    
 المحدبة وصف التوابع النجمية عمى الترتيب. 

  أنو من الصف  𝜎  يقال عن التابع 
         حيث  صف التوابع ثنائية النجمية من المرتبة      

𝒦أنو من الصف  𝜎  يقال عن التابع . وبالمثل   من المرتبة  اً نجمي    ومعكوسة   اذا كان كل من 
 
     

من  اً محدب    ومعكوسة   اذا كان كل من          حيث  صف التوابع ثنائية التحدب من المرتبة 
   نحصل عمى صف التوابع ثنائية النجمية    , من أجل  المرتبة 

𝒦وصف التوابع ثنائية التحدب   
 

 . 
التحميمية عمى قرص الواحدة والتي تنقل قرص الواحدة الى نصف المستوي  𝓀بانة صف التوابع   𝒫يعرف الصف 

   ع تمثل بسمسمة قوى من الشكل  , مثل ىذه التواب        𝓀العقدي الأيمن والتي تحقق الشرط  
    𝓀      ∑    

                                                        
 

   
 

حيث نوقش ىذا المحدد من قبل العديد من الباحثين من   لمعاملات التابع    [2]لمحدد ىانكل       يرمز بالرمز 
            الذي يعطي محدد ىانكل الثاني         أجل 

 Fekete-Szegö" والمعروف بدالي"  
      بالشكل   وذلك بوجود الثابت 

  . 
|  |معاممة الثاني يحقق المترجحة    𝜎  بين أن كل تابع   Lewin [3]الباحث  1967في عام   ,أيضاً      

|  |فإن  𝜎  خمنا أنو من أجل  Brannan and Clunie [4]في نفس العام بين الباحثان  . في عام    √ 
وذلك من أجل التوابع   Brannan and Clunie [4]ن تخمين الباحثي Kedzierawski [5]أثبت الباحث  1985

    ثنائية النجمية 
 عمى تقدير لكل من المعاممينBrannan and Taha [6]ن حصل الباحثي 8811, وفي عام   

  من صف التوابع ثنائية النجمية في كل  |  |و  |  | 
𝒦وصف التوابع ثنائية التحدب      

 
    . 

و  |  |عمى تقدير لكل من المعاملات   Murugusundaramoorthy et al. [7] حصل الباحث  3182وفي عام 
 في كل من الصفين  |  |

 
 𝛼       الجزئيين من         و𝜎  تمكن الباحث  3182, وفي عامZaprawa 

 في كل من الصفين  Fekete-Szegöمن إيجاد تقدير لمسألة   [8]
 
 𝛼     الأمر الذي أدى الى         و

  Frasin [9], وفي نفس العام قام الباحث  [7]في كل من الصفين المعرفين في المرجع  |  |تحسين تقدير المعامل 
 بالشكل التالي: 𝜎الجزئيين من         و      𝛼   بتعريف الصفين 

 اذا حقق مايمي:    𝛼   من الصف  𝜎  يكون التابع  :1تعريف 

 |   ( ́       ́́   )|  
𝛼 

 
        |   ( ́       ́́   )|  

𝛼 

 
                    

                                𝛼         𝛼 ∑
       

    
    

    
 اذا حقق مايمي:        من الصف  𝜎  يكون التابع  :2تعريف 

ℜ( ́       ́́   )           ℜ( ́       ́́   )                            
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                                      ∑
       

    
    

    
 :تيةتم البرىان عمى الخواص الآ [9]المرجع  في
𝛼  و     حيث أن      𝛼      من أجل  :1 خاصة   عندئذٍ يكون    

|  |  
 𝛼

√  𝛼        𝛼    𝛼    
       |  |  

𝛼 

      
 

 𝛼

       
             

 عندئذٍ يكون      و        حيث أن           من أجل   :2 خاصة

  |  |  √
      

       
                  |  |  

      

      
 

      

       
                   

𝛼  حيث أن      𝛼     من أجل    :3 خاصة  عندئذٍ يكون   

    |  |  
 𝛼

√ 𝛼    
                 |  |  

 𝛼   𝛼

  
                            

 
 عندئذٍ يكون      حيث أن            من أجل   :4 خاصة

|  |  
 

 
√                              |  |  

               

  
             

 :تيةتم اثبات الخاصة الآ [1]المرجع  في
∑      𝓀حيث  𝒫من صف التوابع  𝓀ليكن التابع  :5 خاصة    

  
 عندئذٍ     

 |  |                                                       
 . 𝒫الحد الدقيق لمعاملات التوابع في الصف ىو                  

 
 :النتائج والمناقشة

 سوف نقدم فيما يمي تحسيناً لمتقديرات التي وردت في ىذه الخواص:
|  |حيث          و        ليكن  :1مبرىنة      ,|  |  عندئذٍ يكون :   

               |               |  {
  | |        | |  | |

    | |         | |  | |  
                        

  البرىان:
 بما أن

     |               |   |   |  |   |                       
| |من أجل   نجد      في العلاقة     و  | | 

                      |               |                                               
| |من أجل   نجد     في العلاقة      و   | | 

                        |               |                                             
       نحصل عمى الفرع الأول لممترجحة      و      من العلاقتين 

| |من أجل   نجد      في العلاقة     و  | | 
       |               |                                                 

| |من أجل   نجد      في العلاقة     و  | | 
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                         |               |                                               
 .      نحصل عمى الفرع الثاني لممترجحة      و      من العلاقتين 

 .        في الصف  Fekete-Szegöنقدم في المبرىنة التالية تقدير لمسألة 
 عندئذٍ يكون     و        و              من أجل  :2مبرىنة 

|      
 |  {

     |   |         |   |      

                             |   |        
                                 

     و      حيث               
   

       
 . 

 البرىان: 
 ( تكتب بالشكل التالي:5فإن العلاقات )          من أجل كل تابع 

 ́       ́́                                                               
 ́       ́́                                                             

 لذلك يكون  𝒫           حيث 
                

         
                               

                
         

                             
 ( نجد التالي :2( و )8من العلاقتين )

                 ́       ́́                                                          
  ́       ́́                     

                            
 ( نجد أن :33( و )31( و )81ومن العلاقات )

                                                                      
                                                                      

 ( نجد أن :32( و )38( و )88وأيضاً من العلاقات )
                                                                      

     
                                                               

 ( نجد أن:32( , )32من العلاقتين )
                                                                      

 ( نجد أن:32( , )35بجمع العلاقتين )

  
  

            

       
                                                      

 ( نجد أن :35( من العلاقة )32بطرح العلاقة  )
             

                                                
 ( نجد أن:21و )  (38العلاقتين ) من

   
            

       
 

            

       
                                   

 ( نحصل عمى 28(  و )38من العلاقتين )
      

                                                     
      

    [              ]    [              ]              
 ( يتم البرىان.22العلاقة )عمى  8والمبرىنة  5بتطبيق التمييدية 
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 عندئذٍ يكون     و        و              من أجل  :3مبرىنة 

|  |  
      

       
                                                          

 البرىان: 
     و                    لدينا  3وفقاً لممبرىنة 

   

       
  

 نجد أن : (82في العلاقة )    بوضع 
|  |                                                                     

 بذلك يتم البرىان.
              عندئذٍ يكون:       و              من أجل  :4مبرىنة 

|  |  
      

 
                                                          

 البرىان: 
 لدينا   3وفقاً لممبرىنة 

     
   

       
                                                         

 ننجد أ    بوضع 
     

   

  
                                                              

 يتم المطموب.      بالتعويض في العلاقة 
 

           مع التقدير ليذا المعامل  (2( و )2في كل من المبرىنتين )لو الذي توصمنا   |  |بمقارنة التقدير لممعامل  ملاحظة :
            والمتمثمة  [9]( نجد أن تقديرنا يحسن النتائج المذكورة في المرجع 2( و )3) في كل من الخاصتين

 ( . 2( و )3) بالخاصتين
 

 :وصياتوالتّ  الاستنتاجات
في  |  |تقدير لممعامل أيضا و         في الصف   Fekete-Szegö توصمنا في ىذه المقالة الى تقدير لمسألة 

 . [9]وىذا التقدير يحسن النتائج المقدمة في المرجع         و            كل من الصفين
في  |  |وأيضا تقدير لممعامل     𝛼    في الصف  Fekete-Szegö ونوصي بمحاولة إيجاد  تقدير لمسألة 

 ( .2( و )8) بالخاصتينبحيث يحسن النتائج المقدمة في     𝛼   و      𝛼   كل من الصفين  
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