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 ملخّص   
 

 للمضاريب  الأقرب  طريقة الاتجاهات المتناوبةالهدف من هذا البحث هو إثبات أن التقارب القوي يتوافق بشكل جيد مع  
(PADMM)    هلبرت فضاءات  لمسائل  الفي  الأبعاد  منتهية  غير  تكون  المثليات  الأحقيقية  أن  فرض  على  محدبة 

متقاربة بقوة نحو   PADMMمجموعة الحلول لهذه المسائل غير خالية.  سنقوم بإثبات أن المتتالية الناتجة بواسطة  
 . ذات المتحولين الحل الأمثل لمسألة الأمثليات المحدبة المقيدة

 
المفتاحية الموسع،    :الكلمات  لاغرانج  تابع  محدبة،   أمثليات  الامسائل  للمضاريبطريقة  المتناوبة  طريقة تجاهات   ،

 النقطة الأقرب.  
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  ABSTRACT    
The aim of this paper is to demonstrate that strong convergence corresponds well to the 

approximate alternating directions method (PADMM) in real infinite dimensional Hilbert 

spaces for convex optimization problems. Assuming that the solutions set for these 

problems are not empty, we demonstrate that the sequence generated by the PADMM is 

strongly convergent towards the optimal solution of the problem constrained convex 

optimization problems. 
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 : مقدّمة
,𝑋ليكن 𝑌  حقيقي   فضائي :𝑓  وليكن  ن؛يهلبرت  𝑋 → 𝑅 ∪ {+∞}, 𝑔: 𝑌 → 𝑅 ∪ محديتابع   {∞+} نصف بين  ن 

:𝐴  وليكن  ن؛ياصخن من الأدنى و يمستمر  𝑋 → 𝑌   نهتم بإيجاد حل لمسألة أمثليات محدبة مقيدة   .ا  ومستمر   ا  خطي  ا  مؤثر
 :  الآتي من الشكل

min
𝑥∈𝑋,𝑦∈𝑌

{𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦)   ∶      𝐴𝑥 − 𝑦 = 0}                  (1.1) 
:the augmented Lagrangian function  𝐿𝜌  ف تابع لاغرانج الموسعيعر   X × Y × Y → R ∪ المرفق    {∞+}

 بالشكل:  (1.1)  بالمسألة
𝐿𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧): = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦) + 〈𝑧, 𝐴𝑥 − 𝑦〉 +

𝜌

2
‖𝐴𝑥 − 𝑦‖2   ;   𝜌 > 0 

𝑧حيث    ∈ 𝑍    لاغرانج وthe Lagrange multiplierمضروب   ،   𝜌 > الغرامة    0  the penaltyوسيط 

parameter    و المقيدة    يؤول،  المحدبة  المسألة  السرجية  (1.1)حل  القيم  مسألة  حل   saddle-valued  إلى 

problem  إيجاد النقاط  بمعنى ،يدة المكافئة لهامقالغير(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝑌  تكون حلا  للمسألة الآتيةالتي :    
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ argmin

𝜉∈𝑋,𝜂∈𝑌
max
𝜐∈𝑍

{𝐿𝜌(𝜉, 𝜂, 𝜐)}          (1.2) 

وهي    proximal point method  [15,4]  طريقة النقطة الأقربدَم  ختُست،  (1.2)أو ما تكافئها    (1.1)حل  من أجل  
𝑧0 عنصر كيفي تبدأ من طريقة تكرارية ∈ 𝑌 وتنتج متتالية ،{(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑧𝑘)}    فيX × Y × Y :بالشكل الآتي 

{
(𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1) = argmin

𝑥∈𝑋,𝑦∈𝑌
{𝐿𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧

𝑘) +
1

2𝜌
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2 +

1

2𝜌
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2} (1.3)

𝑧𝑘+1 =  𝑧𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)                                                                       (1.4)

 

(1.3)فإن المتتالية الناتجة من    ،𝐿𝜌للتابع    نقاط سرجية  وجودإذا تحقق شرط   − تتقارب بضعف نحو نقطة    (1.4)
للتابع   للمسألة  نحو    أي،  𝐿𝜌سرجية  أمثل  لكن   (1.1)حل  أمثل.  غالبا  ما تكون   (1.3)العلاقة    ومضروب لاغرانج 
,𝑥وجود المتحولين    إلىذلك  يعود  و   وخاصة من الناحية البرمجيةصعبة الحل   𝑦    معا  والناتج من وجود الحد𝜌

2
‖𝐴𝑥 −

𝑦‖2  الموسع البحث عن طريقة لحل  .  في تابع لاغرانج  الحل    (1.3)لذلك كان لا بد من  في كل خطوة بحيث يتم 
,𝑥  بالنسبة لأحد 𝑦    للمضاريب  طريقة الاتجاهات المتناوبة  لآخر.بالنسبة لالمتحولين ثم  Alternating Direction 

Method of Multipliers, ADMM  دمت من أجل الحفاظ على البنية القابلة للفصل في  خهي الطريقة التي است
في استُ و ،  [8]  في  ADMMرحت  اقتُ .  (1.3) وطبقت  للفصل،  القابلة  البنية  ذات  المسائل  لحل  كبير  بشكل  خدمت 

مختلفة مجالات  في  العملية  المسائل  من  فيا .  [6,7,17,19]  العديد  الأساسية  المتناوبة   لفكرة  الاتجاهات  تقنية 
ثم إيجاد  ومن    𝑦أو    𝑥بالنسبة لأحد المتحولين    𝐿𝜌هي أن يتم إيجاد نقطة صغرى لتابع لاغرانج الموسع   للمضاريب  

بشكل عام، التقارب الضعيف هو .  ر، بعد ذلك يتم إيجاد مضروب لاغرانجخبالنسبة للمتحول الآ   𝐿𝜌نقطة صغرى لـ  
دراسة الحالات التي نحصل بها على تقارب أسرع نحو الحل، كالتقارب القوي أو من المهم  الحل، و تقارب بطيء نحو  

 .  نسب التقارب
 
 
 



   Sciences Series   .Tishreen University Journal. Bas 2021( 3) العدد( 43) العلوم الأساسية المجلد.  مجلة جامعة تشرين

 
journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

114 

 هدافه: البحث وأ أهمية
تطبيق   إلى  البحث  هذا  المتناوبةيهدف  الاتجاهات  أمثليات  للمضاريب  الأقرب  طريقة  ذات    لحل مسائل  مقيدة  محدبة 

تقارب تالمتتالية الناتجة    أنمتحولين في فضاءات هلبرت حقيقية غير منتهية الأبعاد، حيث يكون الاهتمام في إثبات  
هلبرت   فضاءات  في  الدراسة  أن  حيث  تطبيقاته،  خلال  من  البحث  أهمية  تكمن  المسائل.  لهذه  أمثل  حل  نحو  بقوة 

الميال في  متنوعة  تطبيقات  تشمل  في حقيقية  أهمية  له  وسيكون  الجزئية،  التفاضلية  والمعادلات  الأمثل  والتحكم  كانيك 
 دراسة وتقديم أبحاث جديدة.

 
 :دهطرائق البحث وموا

المؤثرات   تتعلق  التي  الأساسية  والمفاهيم  التعاريف  بعض  الأقرب،    المطردةتُعطَى  النقطة  طريقة  وتستخدم  الأعظمية 
 . طريقة الاتجاهات المتناوبة للمضاريبو 

 أساسية. ومفاهيمتعاريف 
:𝑇عن مؤثر يُقال  - 𝑋 → 𝑋  معرف على فضاء هلبرت𝑋 إذا تحققت المتراجحة الآتية:  مطردمؤثر نه  إ  

∀𝑦 ∈ 𝑇(𝑥),   𝑦́ ∈ 𝑇(𝑥́) ∶    〈𝑥 − 𝑥́, 𝑦 − 𝑦́〉  ≥ 0        (2.1) 
المؤثر  يُقال    و بيانه  maximal monotone operator  أعظمي   مطردنه  إ  𝑇  المطردعن  كان  =:𝐺(𝑇)  إذا 

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌   |  𝑦 ∈ 𝑇(𝑥)}  ر معرف على الفضاء  خآ مطردغير محتوى في بيان أي مؤثر𝑋 . 
الجزئي  - التفاضل  خاصمحدب    لتابع  sub-differential operator  يعرف مؤثر  و  الأدنى  من   ونصف مستمر 

𝑓: 𝑋 → 𝑅 ∪ :𝑓��المؤثر   بأنه،  {∞+} 𝑋 → 𝑋  المعرف من أجل نقطة ما𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑓)  :بالشكل الآتي 
𝜂 ∈ 𝜕𝑓(𝑥)   ⟺ ∀𝜉 ∈ 𝑋 ∶    𝑓(𝜉) ≥ 𝑓(𝑥) + 〈𝜂, 𝜉 − 𝑥〉    (2.2)  

𝑥، أي النقاط  𝑓�� لمؤثرأصفار اإيجاد  أهمية مؤثر التفاضل الجزئي تأتي من كون    أعظمي.    مطردمؤثر  هو  و  ∈ 𝑋   
0  التي تحقق:   ∈ 𝜕𝑓(𝑥)    يكافئ إيجاد قيم𝑥 ∈ 𝑋    تكون حلا  لمسألة الأمثليات الآتيةالتي  :  min

𝑥∈𝑋
𝑓(𝑥)  ،  إذ إن𝑥 

صفر لمؤثر التفاضل الجزئي    𝑥خاص إذا وفقط إذا كانت  ونصف المستمر من الأدنى والنقطة صغرى للتابع المحدب  
التابع النقطة الأقربخأعظمي، نست  مطردمؤثر    ارإيجاد أصف من أجل    .لهذا  عندما يكون    إنه  حيث  ،[15]  دم طريقة 

الجزئي،    𝑇الأعظمي    المطرد المؤثر   التفاضل  =:𝑇هو مؤثر  𝜕𝑓    بدءا  من 𝑥0، عندئذ  ∈ 𝑋   تنتج متتالية كيفية، 
{𝑥𝑘}   في𝑋  :من العلاقة الآتية   

𝑥𝑘+1 = argmin
𝑥∈𝑋

{𝑓(𝑥) +
1

2𝑐
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2}  ; 𝑐 > 0       (2.3) 

=:𝑇إذا كان    - 𝜕𝑥,𝑦𝐿 = (𝜕𝑥,𝑦𝐿, −𝜕𝑧𝐿) خاصمقعر مغلق و  -التفاضل الجزئي لتابع محدب 
 𝐿: 𝑋 × 𝑌 → 𝑅 ∪    تصبح بالشكل:   (2.3)، عندئذ العلاقة  {∞+}

(𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1) = argmin
𝑥∈𝑋

max
𝑦∈𝑌

{𝐿(𝑥, 𝑦) +
1

2𝑐
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2 −

1

2𝑐
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2}        

النقاط السرجية لتابع لاغرانج الموسع،   أي إيجاد  (1.2)يكافئ حل مسألة القيم السرجية     (1.1)بما أن حل المسألة  
𝑥,𝑦𝐿 𝜌��الأعظمي  المطرديكافئ إيجاد أصفار المؤثر   (1.2)مقعر، فإن حل المسألة   -وبما أن هذا التابع محدب =

(𝜕𝑥,𝑦𝐿,−𝜕𝑧𝐿)  نحصل على ب على تابع لاغرانج الموسعر طريقة النقطة الأقبيق بتطنقوم ذلك ، ومن أجل: 
min

𝑥∈𝑋,𝑦∈𝑌
{𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦) + 〈𝑧𝑘 , 𝐴𝑥 − 𝑦〉 +

𝜌

2
‖𝐴𝑥 − 𝑦‖2 +

1

2𝜌
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2 +

1

2𝜌
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2}   (2.4) 
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 ج الموافقة من العلاقة:  نثم إيجاد مضاريب لاغراومن 
𝑧𝑘+1 =  𝑧𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)        (2.5) 

 :  ىنحصل عل (2.4)للعلاقة   الأمثليةبكتابة الشروط 

{
 
 

 
 𝑥𝑘+1 = argmin

𝑥∈𝑋
{𝑓(𝑥) + 〈𝑧𝑘 , 𝐴𝑥〉 +

𝜌

2
‖𝐴𝑥 − 𝑦𝑘‖2 +

1

2𝜌
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2}             (2.6)

𝑦𝑘+1 = argmin
𝑦∈𝑌

{𝑔(𝑦) − 〈𝑧𝑘, 𝑦〉 +
𝜌

2
‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦‖2 +

1

2𝜌
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2}            (2.7)

𝑧𝑘+1 =  𝑧𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)                                                                     (2.8)

 

(2.6)الجملة   ,𝐿𝜌(𝑥ما هي إلا طريقة النقطة الأقرب مطبقة على التابع    (2.8) − 𝑦, 𝑧
𝑘)    اد التكرار  إيجمن أجل

,𝑥𝑘+1)التالي   𝑦𝑘+1)    التالي لاغرانج  مضروب  إيجاد  المتناوبةبتطبيق  و .  (2.8)  بواسطة  𝑧𝑘+1ثم   الاتجاهات 
 نجد:  للمضاريب

{
 
 

 
 𝑥𝑘+1 = argmin

𝑥∈𝑋
{𝑓(𝑥) + 〈𝑧𝑘, 𝐴𝑥〉 +

𝜌

2
‖𝐴𝑥 − 𝑦𝑘‖2 +

1

2𝜌
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2}       (2.9)

𝑦𝑘+1 = argmin
𝑦∈𝑌

{𝑔(𝑦) − 〈𝑧𝑘, 𝑦〉 +
𝜌

2
‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦‖2 +

1

2𝜌
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2}        (2.10)   

𝑧𝑘+1 =  𝑧𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)                                                                            (2.11) 

 

 إن وجود الحدين 
1

2𝜌
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2,

1

2𝜌
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2   (2.9)في كل من, الترتيب   (2.10) أن حل كل   يعني  ،على 

المسألتين   minمن 
𝑥∈𝑋

𝐿𝜌(𝑥, 𝑦
𝑘, 𝑧𝑘) ,min

𝑦∈𝑌
𝐿𝜌(𝑥

𝑘+1, 𝑦, 𝑧𝑘)    تم تقريبية  قد  الاتجاهات   ،باستخدام طريقة  أن  أي 
(2.9)المتناوبة المعطاة بالعلاقات   −  ،تعطي الحل بشكل تقريبي    إنما  في كل خطوة  دقيقا    لا تعطي حلا    (2.11)

يكون لها    (2.9)و    (2.10)إن وجود هذين الحدين يؤدي إلى أن كلا  من    وهذا أمر ذو أهمية من عدة نواح، حيث
  الحصول على الحل الدقيق قد لا يكون ممكنا    له أهمية كبرى لأنتقريبي  ال  أن إيجاد الحل  كما،  طوةخحل وحيد في كل  

الحالات من  كثير  العلاقات  .  في  أن  (2.9)بما  − بدمج    (2.11) عليها  الحصول  المتناوبة تم  الاتجاهات  طريقة 
الجملة    للمضاريب على  يطلق  لذلك  الأقرب،  النقطة  (2.9)وطريقة  − المتناوبة اسم    (2.11) الاتجاهات  طريقة 
، والتي يرمز لها Proximal Alternating Direction Method of Multipliers  للمضاريب  الأقرب  للمضاريب

المرجع    .  PADMMبـ   في فضاءات هلبرت حقيقية غير منتهية الأبعاد،   (2.1)المسألة  الباحثون    درس   [1]في 
للمضاريبلحلها    واقترحوا المتناوبة  الاتجاهات  ب  PADMMالأقرب    طريقة  (2.9)العلاقات  المعطاة  − (2.11) ،  

أنب أثبتواالحلول  مجموعة    فرض  خالية،  من   [1] في  غير  الناتجة  المتتالية  (2.9)أن  − بضعف   (2.11)  تتقارب 
weakly converges   مضروب لاغرانج أمثل.  و  (1.1)نحو حل أمثل للمسألة 

قوي   - تقارب  على  بالحصول  اهتم  من  المتناوبةل  strong convergence  أول  الاتجاهات  هو    للمضاريب  طريقة 
Glowinski    إدخال  بواسطة    وذلك  التقارب القوي   وأثبتفي فضاءات هلبرت    (2.1)، حيث درس المسألة  [10]في

إلى   بالشكل  (2.11)وسيط  تصبح  𝑧𝑘+1  بحيث  =  𝑧𝑘 + 𝛾𝜆(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)        كان إذا  أنه  𝛾وأثبت  ∈

(0,
1+√5

2
طريقة الاتجاهات استمرت الأبحاث التي تهتم ب  .  (2.1)بقوة نحو حل أمثل للمسألة    التقارب يكون فإن    (

للمضاريب المجالات  المتناوبة  العديد من  في  تقارب، ،  وتطبيقاتها  على نسب  الحصول  في  كبير  اهتمام  هنالك  وكان 
 ونشير إلى أن معظم هذه الدراسات كانت في حالة الفضاءات الإقليدية المنتهية الأبعاد. نذكر بعضا  منها:  



   Sciences Series   .Tishreen University Journal. Bas 2021( 3) العدد( 43) العلوم الأساسية المجلد.  مجلة جامعة تشرين

 
journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

116 

أثبتوا  و بقوة    ا  محدب  𝑓بع الهدف  في الفضاءات المنتهية الأبعاد، وتحت فرض أن يكون تا  (2.1)درسوا المسألة    [5]في  
 طية.  يكون بنسبة خ  PADMMأن تقارب 

1أثبتت التجارب العددية أن   [11] في  < 𝛾 <
1+√5

2
 تؤدي إلى تقارب أسرع في عدة تطبيقات.   

وتوجد   محدب بقوة.   𝑓في الفضاءات المنتهية الأبعاد وذلك بفرض أن   Ο(1/𝑘)تم إثبات التقارب من الرتبة      [3]في  
     .[2,12,13,14,16,18]رى حديثة في كل من خنتائج أ

 
 : النتائج والمناقشة

من أجل ذلك سوف  .    (1.1)حل أمثل للمسألة    نحو  PADMMإثبات التقارب القوي لطريقة    الهدف من هذا البحث
(2.9)نقوم بإجراء تعديل على العلاقات   − النحو الآتيوذلك    (2.11)   نعيد الصياغة بحيث يتم حل المسألة   :على 

  عددي وسيط    الخبإد  نقوم  كما    ،  𝑥ومن ثم بالنسبة للمتحول    𝑦بالنسبة للمتحول    ، أي سيتم الحلفي البداية  (2.10 )
نحصل على تقارب قوي نحو حل أمثل للمسألة   لكيوم بتحديد مجال هذا الوسيط نقإلى علاقة مضاريب لاغرانج، حيث 

,𝑥0)إذا كانت    وبناء على ذلك.  (1.1) 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍  المتناوبة   نقطة بدء كيفية فإن  طريقة الاتجاهات 
  بالشكل الآتي: تكون بعد التعديل  للمضاريب الأقرب

{
 
 

 
 𝑦𝑘+1 = argmin

𝑦
{𝑔(𝑦) − 〈𝑧𝑘, 𝑦〉 +

𝜌

2
‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦‖2 +

1

2𝜌
‖𝑦 − 𝑦𝑘‖2}     (3.1)

𝑥𝑘+1 = argmin
𝑥

{𝑓(𝑥) + 〈𝑧𝑘, 𝐴𝑥〉 +
𝜌

2
‖𝐴𝑥 − 𝑦𝑘+1‖2 +

1

2𝜌
‖𝑥 − 𝑥𝑘‖2}     (3.2)

𝑧𝑘+1 =  𝑧𝑘 + 𝛾𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)                                                                         (3.3)

 

,ξفي إثبات النتائج. أيا كان العنصران ن ين الآتيت يالعلاقت مدستخنسوف  η   في  فضاء هلبرت𝑋  :ما فإن 
〈𝜉, 𝜂〉 =

1

2
[‖𝜉‖2 + ‖𝜂‖2 − ‖𝜉 − 𝜂‖2]        (3.4) 

〈𝜉, 𝜂〉 =
1

2
[‖𝜉 + 𝜂‖2 − ‖𝜉‖2 − ‖𝜂‖2]        (3.5) 

,𝐹𝑘+1لنرمز بـ  𝐹𝑘  :إلى الكميتين الأتيتين 
𝐹𝑘+1 =  𝛾‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 + 𝛾‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧̅‖2 

𝐹𝑘 =  𝛾‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2 + 𝛾‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2 + ‖𝑧𝑘 − 𝑧̅‖2 
توجد  ب    13.مبرهنة   أنه  ,𝑥̅)فرض  𝑦̅, 𝑧̅) ∈ 𝑆    لكل 𝑘عندئذ  ≥ فإن    0 من  ،  الناتجة  (3.1)المتتالية  − (3.3) 

 حقق المتراجحة الآتية: ت
𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾(2 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖

2
+ 𝛾 (‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖

2
+ ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖

2
) + 

+2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)〉                  (3.6) 
           : نحصل على (3.1)بكتابة الشروط الأمثلية للمسألة    برهان.ال

𝑧𝑘 + 𝜌(𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘+1) +
1

𝜌
(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1) ∈ 𝜕𝑔(𝑦𝑘+1)  

,𝑥̅)ومن جهة ثانية لدينا  𝑦̅, 𝑧̅) ∈ 𝑆   ومنه𝑧̅ ∈ 𝜕𝑔(𝑦̅)المؤثر   . بما أن𝜕𝑔 فإن مطرد :   
〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝑧𝑘 − 𝑧̅ + 𝜌(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1) + 𝜌𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1)〉 ≥

1

𝜌
〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘〉 
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 نجد: (3.4) باستخدام
〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝑧𝑘 − 𝑧̅〉 + 𝜌〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1〉 + 𝜌〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1)〉 ≥ 

≥
1

2𝜌
[‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 − ‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2]            (3.7) 

   : نحصل على (3.2)بكتابة الشروط الأمثلية للمسألة   بشكل مشابه،
−𝐴𝑇𝑧𝑘 − 𝜌𝐴𝑇(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1) +

1

𝜌
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘+1)  

,𝑥̅)بما أن و  𝑦̅, 𝑧̅) ∈ 𝑆  فإن  −𝐴𝑇𝑧̅ ∈ 𝜕𝑓(𝑥̅)  بسبب كون  المؤثر، و𝜕𝑓 نجد مطرد: 
〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉 + 𝜌〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝑦𝑘+1 − 𝐴𝑥𝑘+1〉 ≥

1

𝜌
〈𝑥𝑘+1 − 𝑥̅, 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘〉 

 نجد: (3.4)باستخدام 
〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉 + 𝜌〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝑦𝑘+1 − 𝐴𝑥𝑘+1〉 ≥ 

≥
1

2𝜌
[‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2 + ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2]                (3.8) 

,(3.7)بجمع المتراجحتين  ,𝑥̅)وبما أن  (3.8) 𝑦̅, 𝑧̅) ∈ 𝑆    فإن𝐴𝑥̅ − 𝑦̅ =    :وبالتالي 0
〈𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1, 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉 ≥ 𝜌‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + 𝜌〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)〉 + 
+
𝟏

𝟐𝝆
[‖𝒙𝒌+𝟏 − 𝒙̅‖

𝟐
− ‖𝒙𝒌 − 𝒙̅‖

𝟐
+ ‖𝒙𝒌+𝟏 − 𝒙𝒌‖

𝟐
+ ‖𝒚𝒌+𝟏 − 𝒚̅‖

𝟐
− ‖𝒚𝒌 − 𝒚̅‖

𝟐
+ ‖𝒚𝒌+𝟏 − 𝒚𝒌‖

𝟐
]   (𝟑.𝟗) 

𝐴𝑥𝑘+1〉  لحداتقدير  ب  نقوم − 𝑦𝑘+1, 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉  من  من الأيسر  :   نجد  (3.3)  من   .(3.9)  المتراجحة  الطرف 
2𝛾𝜌〈𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1, 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉  = 2〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉    جدن (3.3)ثم   (3.4) باستخدامو:  

2𝛾𝜌〈𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1, 𝑧̅ − 𝑧𝑘〉  = ‖𝑧𝑘 − 𝑧̅‖2 − ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧̅‖2 + 𝛾2𝜌2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2   (3.10)   
 : نحصل على  (3.10)  دمخنستو   2𝛾𝜌بـ  (3.9)  طرفي العلاقة نضرب   

‖𝑧𝑘 − 𝑧̅‖2 − ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧̅‖2 ≥ 𝜌2𝛾(2 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + 2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)〉 + 
+𝛾[‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2 + ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2] + 𝛾[‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 − ‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2] 

 ■ بإعادة ترتيب الحدود نحصل على المتراجحة المطلوبة. 
,𝑥𝑘)}لتكن    3.2مبرهنة  𝑦𝑘, 𝑧𝑘)}   (3.1)المتتالية الناتجة من − 𝑘عندئذ لكل   (3.3) ≥   يكون:  0

𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾(1 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖
2
+ 𝛾 (‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖

2
+ ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖

2
) + 𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖

2 
+𝜌2𝛾‖𝐴‖2(−‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2) + 𝜌2𝛾 ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + 2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉  (3.11) 

 الآتي: نلاحظ  (3.6)  بالنظر إلى المتراجحة برهان.
2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)〉 = 2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) − 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉  

𝐴𝑥̅  من كون و  (3.4)من  − 𝑦̅ =      نجد: 0
2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)〉 =      −2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉 + 
+𝜌2𝛾[‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + ‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 − ‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2]   (3.12) 

 نجد أن:   (3.6)في    (3.12) باستبدال
𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1  ≥ 𝜌2𝛾(1 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖

2
+ 𝛾 (‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖

2
+ ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖

2
) + 

+𝜌2𝛾‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖
2
+ 𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖

2
− 2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉            (3.13) 

أن    (3.3)باستخدام   𝐴𝑥̅وبما  − 𝑦̅ = الحد  ، عندئذ    0 تقدير  2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1−يمكننا  − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉  في   
𝑦𝑘+1  نلاحظ أن: على النحو الآتي:(3.13) − 𝑦̅ = 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) +

1

𝛾𝜌
(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1) ،:ومنه 
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−2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉 = −2𝜌2𝛾 〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) +
1

𝛾𝜌
(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1), 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉 =

=  −2𝜌2𝛾〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉 + 2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉 
 نجد: (3.4)باستخدام 

−2𝜌2𝛾〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉 ≥ −2𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 − 𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)‖2 + 
+𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2 + 2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉                   (3.14) 

 مؤثر خطي ومحدود فإن:   𝐴بما أن   ، و(3.13)في  (3.14)ستبدل ن
𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾(1 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + 𝛾‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 + 𝛾‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2 + 

+𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2 + 𝜌2𝛾‖𝐴‖2(−‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2) + 
+𝜌2𝛾‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + 2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧̅, 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥̅)〉    

 ■وهي المتراجحة المطلوب إثباتها. 
c ليكن   3.3مبرهنة  > (3.1)المتتالية الناتجة من   عندئذ  ،موجبا  كيفيا  عددا   0 −  تحقق المتراجحة الآتية:  (3.3)

𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾(1 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + 𝛾‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 + 𝛾‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2 + 
+𝜌2𝛾‖𝐴‖2[ (−1 − 2𝑐)‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2 ] + 𝜌2𝛾 [(1 − 2𝑐)‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 −

4

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2] 

+𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2 + 〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉                    (3.15) 
2𝜌〈𝑧𝑘+1  المقدار الآتي مننبدأ  ل برهان.ال − 𝑧𝑘 , 𝑦𝑘 − 𝑦̅〉:   من كون𝐴𝑥̅ − 𝑦̅ =    لدينا:  (3.3)ومن   0

2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝑦𝑘 − 𝑦̅〉 = 2𝜌2𝛾〈𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) − (𝑦𝑘+1 − 𝑦̅), 𝑦𝑘 − 𝑦̅〉 
𝑐من أجل كل  ، عندئذ الأيمن من المتراجحة الأخيرة فبتطبيق متراجحة كوشي شوارتز على الطر  >  نجد:   0

2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝑦𝑘 − 𝑦̅〉 ≥ 𝜌2 [−2𝛾𝑐‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) − (𝑦𝑘+1 − 𝑦̅)‖2 −
2𝛾

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2]

≥ 𝜌2 [−2𝛾𝑐(‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2)  −
2𝛾

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2] 

 :منهو 
𝟎 ≥  𝟐𝝆〈𝒛𝒌+𝟏 − 𝒛𝒌, −(𝒚𝒌 − 𝒚̅)〉 + 𝟐𝜸𝝆𝟐 [−𝒄‖𝑨‖𝟐‖𝒙𝒌+𝟏 − 𝒙̅‖

𝟐
− 𝒄‖𝒚𝒌+𝟏 − 𝒚̅‖

𝟐
−
𝟒

𝒄
‖𝒚𝒌 − 𝒚̅‖

𝟐
]   (𝟑. 𝟏𝟔) 

 نجد:   (3.16)و   (3.4)نجمع  
𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾(1 − 𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + 𝜌2𝛾‖𝐴‖2[ (−1 − 2𝑐)‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2 ] + 

+𝜌2𝛾 [(1 − 2𝑐)‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 −
4

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2] + 𝛾‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 + 𝛾‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2 + 

+𝜌2𝛾‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2 + 〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 
 ■وهي المتراجحة المطلوب إثباتها. 

𝑘من أجل كل    3.4مبرهنة  ≥  : المتراجحة الآتية صحيحة تكون  0
2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 ≥ 

≥ 𝜌[2𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 2‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] + 𝜌‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2     (3.17) 
𝜌〈𝑧𝑘+1 الآتينبدأ من معالجة المقدار برهان.  ال − 𝑧𝑘, 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 نجد (3.5)دم خنستحيث س: 

𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 =
𝜌

2
[−‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 − ‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 + (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2] = 

= 
𝜌

2
[−𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − ‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 + (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2] ≥ 

≥ 𝜌[−𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 5‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] + 
𝜌

2
‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 + (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2 

 :وهذا يعني
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𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 ≥  𝜌[−𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 5‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] +   
+
𝜌

2
‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 + (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2          (3.18) 

𝜌〈𝑧𝑘+1−  المقدار، لنأخذ ثانيا   − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉   (3.4)ونستخدم : 
−𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 =   − 

𝜌

2
[‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 + ‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 − ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2 ] = 

= −
𝜌

2
[𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + ‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 − ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2] ≥ 

≥ 𝜌 [−3𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖
2
− 2‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖

2
] + 

𝜌

2
‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖

2
≥ 

≥ 𝜌[−3𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 2‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] − 
𝜌

2
‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2 

 :ومنه
−𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 ≥  𝜌[−3𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 2‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] +   

−
𝜌

2
‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2          (3.19) 

 نحصل على  (3.18)من   (3.19)طرح  ب
2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 ≥ 𝜌[2𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 3‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] + 

+
𝜌

2
[‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 + (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2] 

,ηنعلم أنه لكل   ξ ∈ X   :تتحقق العلاقة الآتية‖ξ‖2 + ‖𝜂‖2 =
1

2
 (‖ξ + 𝜂‖2 + ‖ξ − 𝜂‖2)   ومنه: 

𝜌

2
[‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 + (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 − (𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)‖2] = 𝜌(‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 + ‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2) 

 ينتج أن 
2𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘〉 ≥  𝜌[2𝜌2𝛾2‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 2‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2] + 𝜌‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 

 ■وهي المتراجحة المطلوب إثباتها. 
,𝑥̅)بفرض أنه توجد     3.5  مبرهنة 𝑦̅, 𝑧̅) ∈ 𝑆    ولتكن{(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑧𝑘)}   (3.1)المتتالية الناتجة من −  ئذ عند  (3.3)

𝛾إذا كان   ∈ ( 
√33−1

4
,
1+√5

2
 فإن:     (

lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖ = 0,      lim
𝑘→∞

‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖ = 0      , lim
𝑘→∞

(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘) = 0 
 ، كما يكون: 𝑌محدودة في   {𝑧𝑘}المتتالية و 

lim
𝑘→∞

{‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 + ‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2} = 0 
  نجد أن:  (3.15)في  (3.17)  باستبدال .برهانال

𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾(1 − 𝛾 + 2𝜌𝛾)‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 2𝜌‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 + 
+𝜌2𝛾‖𝐴‖2[(−1 − 2𝑐)‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2−‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2] + 𝜌2𝛾 [(1 − 2𝑐)‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2−

4

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2] + 

+𝛾 [‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖
2
+ ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖

2
+ 𝜌2‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖

2
] + 𝜌‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖

2
      (3.20) 

𝜌〈𝑧𝑘من أجل الحصول على النتائج المطلوبة، نأخذ   −  𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 نجد: (3.3)من  ، و  
𝜌〈𝑧𝑘 −  𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 = 𝜌 〈−𝛾𝜌(𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) − (𝑦𝑘+1 − 𝑦̅)), 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) 〉

=  −𝛾𝜌2‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 + 𝛾𝜌2〈𝑦𝑘+1 − 𝑦̅, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅) 〉 
 على الطرف الأيمن:  (3.4)نطبق  

𝜌〈𝑧𝑘 −  𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 =   −
𝛾𝜌2

2
‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 +

𝛾𝜌2

2
‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 −

𝛾𝜌2

2
‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2   
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≥ −
𝛾𝜌2

2
‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 +

𝛾𝜌2

2
‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 −

𝛾𝜌2

2
‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 

 : إذا  
0 ≥ 𝜌〈𝑧𝑘+1 −  𝑧𝑘 , 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 −

𝛾𝜌2

2
‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖

2
+
𝛾𝜌2

2
‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖

2
−
𝛾𝜌2

2
‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖

2
  (3.21)    

 : (3.20)إلى   (3.21)  نضيف
𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 ≥ 𝜌2𝛾 (

1

2
− 𝛾 + 2𝜌𝛾) ‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 − 2𝜌‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 + 

+𝜌2𝛾‖𝐴‖2 [(−
3

2
− 2𝑐) ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2−‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2] + 𝜌2𝛾 [(

3

2
− 2𝑐) ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2−

4

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2] + 

+𝛾[‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2 + 𝜌2‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2] + 𝜌‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 + 
+𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 , 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉                       (3.22) 

 :(3.3)   منلدينا 
𝜌〈𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 =  𝜌2𝛾〈(𝑦𝑘+1 − 𝑦̅) − 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 =   

= 𝜌2𝛾〈(𝒚𝒌+𝟏 − 𝒚̅), 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 + 𝜌〈𝛾𝜌𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝐴(𝑥̅ − 𝑥𝑘+1)〉   
𝑐ق كوشي شوارتز على الطرف الأيمن نحصل من أجل أي  يطب بت >  على:   0

𝜌〈𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 ≥ −𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 − 𝜌2𝛾
1

𝑐
‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 + 

−𝜌3𝛾2𝑐‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 − 𝜌
1

𝑐
‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)‖2 ≥ 

≥ −𝜌2𝛾𝜌‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + [𝜌2𝛾 (−
1

𝑐
− 𝜌𝛾𝑐) −

𝜌

𝑐
] ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 ≥ 

≥ −𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + [𝜌2𝛾 (−
3

𝑐
− 𝜌𝛾𝑐) −

𝜌

𝑐
] ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 

  :ومنه
𝜌〈𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 ≥ 

≥ −𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + [𝜌2𝛾 (−
3

𝑐
− 𝜌𝛾𝑐) −

𝜌

𝑐
] ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2     (3.23) 

𝑐  كل من جهة ثانية، من أجل  >  لدينا:  0
2𝜌〈𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 =  

= 2𝜌2𝛾〈(𝑦𝑘+1 − 𝑦̅), 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 + 2𝜌〈𝛾𝜌𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅), 𝐴(𝑥̅ − 𝑥𝑘+1)〉 ≥   
≥ −2𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 +  [𝜌2𝛾 (−2

1

𝑐
− 2𝜌𝛾𝑐) − 2𝜌

1

𝑐
]    ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 ≥   

≥ −6𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 +  [𝜌2𝛾 (−2
1

𝑐
− 5𝜌𝛾𝑐) − 2𝜌

1

𝑐
]    ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2   

 بالتالي:
2𝜌〈𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 ≥ 

≥ −6𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖
2
+  [𝜌2𝛾 (−2

1

𝑐
− 5𝜌𝛾𝑐) − 2𝜌

1

𝑐
]    ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖

2
     (3.24)   

 :(3.23)من (3.24)  طرح ب
𝜌〈𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘, 𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥̅)〉 ≥ 

≥ 5𝜌2𝛾𝑐‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 +  [𝜌2𝛾 (−
1

𝑐
+ 4𝜌𝛾𝑐) + 𝜌

1

𝑐
]    ‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2  (3.25)   

 نجد أن:  (3.22)في   (3.25) باستبدال
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𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1 + 2𝜌‖𝐴𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖2 + 𝜌2𝛾‖𝐴‖2‖𝑥𝑘 − 𝑥̅‖2 + 𝜌2𝛾
4

𝑐
‖𝑦𝑘 − 𝑦̅‖2 ≥ 

≥ 𝜌2𝛾 (
1

2
− 𝛾 + 2𝜌𝛾) ‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖2 + 𝜌2𝛾‖𝐴‖2 (−

1

𝑐
−
3

2
− 2𝑐 + 4𝛾𝜌𝑐) ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 

+
𝜌

𝑐
‖𝐴‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥̅‖2 + 𝜌2𝛾 (

3

2
+ 3𝑐) ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦̅‖2 + 

+𝛾 [‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖
2
+ ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖

2
+ 𝜌2‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖

2
] + 𝜌‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖

2
   (3.26) 

,𝜌بما أن  𝑐   كيفيان، لذلك بأحذ𝜌 =   𝑐 =  و {𝒚𝒌}و  {𝑥𝑘}نستنتج أن التقارب القوي لكل من   1
‖𝐴𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑘+1‖  لـالى التقارب القوي   يؤديوالذي {𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘}  يكون  يتحقق عندما 

 𝛾2 +
1

2
𝛾 − 2 > 4𝛾2، و  0 −

11

2
𝛾 + 1 > 1، و 0

2
𝛾 >  ، وهذا يعني، على الترتيب، أن0

 𝛾 >  
√33−1

4
= و1.186  ،  𝛾 > و 1.159  ،  𝛾 > الأ.  0 الحد  الاعتبار  بعين  الأخذ  قد  مع  الذي  مه  على 

Glowinski  5√+1   وهو

2
= 𝛾أن التقارب القوي يحصل عندما  نستنتج   1.618 ∈ ( 

√33−1

4
,
1+√5

2
)   ، 

 :نجد أن الكمية (3.26)وبالنظر إلى المتراجحة   
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖2 + ‖𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘‖2 + ‖𝐴(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)‖2 

𝑘تتناهى إلى الصفر عندما    →        ■.وبذلك يتم المطلوب محدودة.   {𝑧𝑘}وأن   ∞
 

 : والتوصيات الاستنتاجات
 الأقرب، حيث أثبتنا أنه إذا كان  طريقة الاتجاهات المتناوبة للمضاريبفي هذا البحث بإثبات التقارب القوي لقمنا 

 𝛾 ∈ (1.186, من    (1.618 الناتجة  المتتالية  محدبة    PADMMفإن  أمثليات  لمسألة  أمثل  حل  نحو  بقوة  تتقارب 
 .(1.1)مقيدة من الشكل 
 ونوصي بما يلي:

لهذه   • تطبيقات  وبدراسة  مجالات  عدة  في  الأبعاد  المسألة  منتهية  الغير  الفضاءات  في  التطبيقات  خاصة 
 كالمعادلات التفاضلية الجزئية، والتحكم الأمثل وغيرها... 

الشكل  • من  مسألة  وهي  أعم  حالة  إلى  النتائج  minتعميم 
𝑥∈𝑋,𝑦∈𝑌

{𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦): 𝐴𝑥 − 𝐵𝑦 = حيث   {0
𝐵: 𝑌 → 𝑍 مر، و  مؤثر خطي ومست𝑍     .فضاء هلبرت 
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