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 لمحقل  4تبة فوف من الرّ تصنيف زمر الصّ 
 *حسن سنكريد. 

 أحمد عيسى 
 (2021/ 3/  29قُبِل لمنشر في  . 2020/  6 / 14تاريخ الإيداع )

 
 ممخّص  

فوف تبعاً لمرتبة، وبشكل خاص درسنا ة وىي مسألة تصنيف زمر الصّ إحدى المسائل اليامّ  في ىذا البحثدرسنا 
عدد  حيث   ةة الحقيقيّ ربيعيّ لأسرة من الحقول التّ  4تبة فوف من الرّ الصّ  زمرتصنيف 

عدد أوّليّ فرديّ  حيث   في الحقل  ئيسيّ تحميل الإيديال الرّ بالإعتماد عمى  وذلكربيع صحيح موجب حرّ من التّ 
 ، بالإضافة إلى مفيوم صفّ التّابع زيتا ومجموع ديدكند المعمّم.، وحد أدنى لعدد صفوف الحقل   يَقْسِم

 
 .ممجموع ديدكند المعمّ ، صفّ التّابع زيتا، تصنيف زمر الصّفوف، الحقول الترّبيعيّة الحقيقيّةة: الكممات المفتاحيّ 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           

 .سورية -ذقيةاللّ  -جامعة تشرين -ة العمومكميّ  -ياضياتقسم الرّ  -مساعد *أستاذ
 .سورية -ذقيةاللّ  -جامعة تشرين -ة العمومميّ ك -ياضياتقسم الرّ  -(دكتوراه**طالب دراسات عميا )



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 2221( 2) العدد( 43) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة تشرين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

12 

A CLASSIFICATION OF ORDER 4 CLASS GROUPS OF 

 

 

Dr. Hasan Sankari
*
   

 Ahmad Issa ** 

  (Received 23 / 6 / 2222. Accepted 22 / 4 /2222) 

 

 

  ABSTRACT    
 

In this paper, we have studied one of the important problems which is the classification of 

class groups according to the order. Especially, we have studied the classification of order 

4 class groups of the family of real quadratic fields  where  is a 

positive squarefree integer, depending on the factor of the principal ideal  in   where  

is an odd prime divides , and a lower bound for the class number of . In addition, the 

concept of class zeta function and generalized Dedekind sum. 
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 :مةمقدّ 
يمكن اعتبارىا  )في الحالة العامة( تبة رّ الذات فوف( زمر الصّ  واختصاراً  (الإيديالات تكافؤ زمر صفوفمجموعة 

و مر أن ندرس كل زمرة عمى حدى. من ىنا نجد أنّ الي ليس من المعقول لدراسة ىذه الزّ وبالتّ  .مجموعة غير منتيية
  ة كبيرة.لو أىميّ تبة مر من حيث الرّ لتصنيف الزّ 

 Chakrabortyحد أدنى  استخدموا صف التّابع زيتا ومجموع ديدكند المعمّم لدراسة ([6,2019],[7,2020])خرون وآ
 4تبة من الرّ  فوفصّ الزمر  في دراسة تصنيف عتمدوا عمى الحد الأدنىوا لحقلافوف لرتبة زمرة صّ 

 لمحقل  4تبة من الرّ فوف صّ الزمر  تصنيف سندرس البحث في ىذاا نحن . أمّ لمحقل 
 م.ابع زيتا ومجموع ديدكند المعمّ مستخدمين صف التّ 

 
 ة البحث وأىدافو:أىميّ 

إلى  ييدف البحث فيذا .أو لـ  تكون إيزومرفية لـ  4تبة مر ذات الرّ مر أنّ الزّ ة الزّ من المعروف من نظريّ 
قيا روط الواجب تحقّ أي البحث عن الشّ   ربيعيّ لمحقل التّ  4تبة من الرّ فوف صّ الزمر تصنيف دراسة 

و صنيف في أنّ التّ  ةوتكمن أىميّ  .ومتى إيزومرفية لـ إيزومرفية لـ  4تبة فوف من الرّ ى تكون زمر الصّ حتّ 
أو لـ  فوف الإيزمورفية لـ وتسييميا في كثير من الأحيان وذلك من كون زمر الصّ راسات يسيم في تبسيط الدّ 

 مر.من الزّ  فدراسة زمرة واحدة تكفي لدراسة صفّ  يمكن اعتبارىا زمرة واحدة. 
 

 ه:دّ طرائق البحث وموا
وحد أدنى لعدد صفوف  ،في الحقل   ئيسيّ ل الرّ الإيديا ليتحمفي ىذا البحث نستفيد من 

 .مابع زيتا ومجموع ديدكند المعمّ صف التّ  ومن الحقل 
  :ةتعاريف ومفاىيم أساسيّ 

 :البحث ىذا في المستخدمة حاتموالمصط موزالرّ  بعض
   ّحيحة لمحقلة الصّ حمقة الأعداد الجبري . 
   فوف لمحقل واختصاراً زمرة الصّ  زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات لمحقل . 
   ّلمحقل مرة رتبة الز. 
  .رمز ليجندر 
   ّحيثابع زيتا صف الت    
  ة لـ ة الفرديّ ليّ الأوّ  عدد القواسم. 

 .البحث ذامييا في ىع اعتمدنا التي والأفكار مييدياتتّ وال عاريفالتّ  من بعضاً  يأتي فيما نذكر
 [1,3]:1تعريف
 :كلبالشّ  ربيعيّ الحقل التّ ف عرّ يُ ربيع، من التّ  اً عدداً صحيحاً حرّ  ليكن 
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 ة.حقل الأعداد الكسريّ  حيث 

ذا كانو  ذا كان، (Real quadratic field)اً اً حقيقيّ تربيعيّ  ى حقلً سمّ يٌ فإنّ   ا   ى حقلً سمّ يٌ  فإنّ   وا 
 Quadratic)   تربيعيّة وتُسمّى عناصر الحقل التّربيعيّ أعداداً  ،(Complex quadratic field)مياً تخيّ اً تربيعيّ 

numbers).  
 الي:كل التّ بالشّ  الحقل في حيحة ة الصّ ف حمقة الأعداد الجبريّ عرّ وتُ 

 
 :اليكل التّ بالشّ  يُعطى فيو الحقل ز مميّ أما 

 
 [1]:2تعريف

 ليكن   
 كل:بالشّ ، الرّمز، ويرمز لو ب((Conjugate of 𝛼 ف مرافق عرّ يُ 

 
 : كلبالشّ  ، الرّمزويرمز لو ب ،(Norm of 𝛼) عرّف نظيم ويُ 

 
 : كلبالشّ  ،الرّمزويرمز لو بـ ،(Trace of 𝛼) عرّف أثر ويُ 

 
 [8]:3تعريف
 الية:يغة التّ عطى بالصّ تُ   الحمقة زمرة الواحدات في عندئذٍ  ،اً تربيعيّ  حقلً  ليكن 

 
 ،لمحقل  ةى الواحدة الأساسيّ سمّ تٌ  1من  أكبر تماماً  أصغر واحدة في  عندئذٍ  اً اً حقيقيّ تربيعيّ  حقلً  وفي حال 

 . مزويرمز ليا بالرّ 
 [5]:4تعريف

ق حقّ  إذا Richaud-Degert(R-D)ط ممن النّ  اً حقيقيّ  اً تربيعيّ  حقلً ى سمّ يُ   الحقيقيّ  ربيعيّ الحقل التّ 
 الية:وط التّ ر الشّ 

 .ربيعمن التّ اً حرّ  اً موجب اً صحيح اً عدد  .1
2.  . 
3. . 

 [5]:1ةتمييديّ 
 ة انىاحدة الأساسٍ   عىدئذ  Richaud-Degert(R-D) مط من النّ  حقيقيّ  حقل تربيعيّ  ليكن

 :كما يمي اليةعطى في الحالات التّ تُ  ووظٍمها 
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 [1]:5تعريف
 الية:روط التّ والمحققة لمشّ  خالية من الة وغير الجزئيّ  المجموعة  عندئذٍ  حقل نسب  ساحة صحيحة و لتكن

1.  
2.  
 بحيث  يوجد  .3

 .في  (Fractional ideal) تُسمّى إيديال كسريّ 
ذا كانت المجموعة  إيديال ى سمّ يٌ  ابقة عندئذ لثة السّ روط الثّ ق الشّ وتحقّ  ة وغير خالية منجزئيّ  وا 

   .في  (Integral ideal)صحيح
 [1,8]:6تعريف
 .حمقة الأعداد الجبريّة الصّحيحة لمحقل  حقلً تربيعيّاً و ليكن 

  يعبر عنو بشكل وحيد بالشكل من  إذا كان كل عنصر  يال الصحيح قاعدة للإيد 

 
  ُالي:التّ كل شّ بال في   حيحالصّ  عرّف نظيم الإيديالي 

 
 .في  ةمرة الجزئيّ ىو دليل الزّ  حيث           

ذا كان            . عندئذٍ  في  ينصحيح إيديالين وا 
                                                                                                     [1] :2ةتمييديّ 
 اً تربيعيّ  حقلً  ليكن 
1. .  

  عندئذٍ  ،، أعداد صحيحة بحيث  كن تلو       
a)  إذا وفقط إذا كان   حيحالصّ  قاعدة للإيديال

، ،. 
b)  عندئذٍ  ، ، إذا كان . 

2. .  
 عندئذ  و ، أعداد صحيحة بحيث  كن تلو     

c)  إذا وفقط إذا كان   حيحالصّ  قاعدة للإيديال ، ،
. 
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d)  عندئذٍ  ، ، إذا كان . 
 راسات ولكن معظم الدّ ، [1]ة بشكل عام في حقول الأعداد الجبريّ  ىناك تعريف لزمرة صفوف تكافؤ الإيديالات

ة، لذلك سنقدم الآن تعريف زمرة صفوف ربيعيّ تدرس مسألة رتبة زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات في حقول الأعداد التّ 
 ة.  ربيعيّ تكافؤ الإيديالات لمحقول التّ 

 [1]:7تعريف
تٌعرّف زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات . حيحة لمحقل ة الصّ حمقة الأعداد الجبريّ  و تربيعيّ حقل  ليكن
  لمحقول التّربيعيّة بالشكل التالي   

 
زمرة الإيديالات الكسرية الرّئيسيّة في  و  الإيديالات الكسريّة المختمفة عن الصّفر في زمرة  حيث 

 ىي جداء الصفوف. ، والعممية المعرفة عمى 
، لمحقلفوف زمرة الصّ  واختصاراً  (Ideal class group) ى بزمرة صفوف تكافؤ الإيديالاتسمّ وتٌ  ةزمرة تبديميّ  

،  لمحقل ئيسيّ بصف الإيديال الرّ  سمّىويٌ  ىو في  العنصر الحياديّ 
 .موز بالرّ  مرةفي ىذه الزّ  فوفولبقية الصّ  ف بـ وسنرمز ليذا الصّ 

ولنرمز لرتبة  منتيية. مرة أنّ الزّ  ظرياتبعد سمسمة من النّ  Hermann minkowski (1999-1864) ولقد برىن
 .تُعبر عن عدد صفوف الحقل  ومن جية أخرى مرة بـىذه الزّ 
 [8]:8تعريف
لمحقل  ابع زيتا ديدكندتّ الف عرّ عندئذ يٌ  ربيع،عدد صحيح موجب حرّ من التّ  حيث  ليكن 
  :كلبالشّ  

 
 .فر في المختمفة عن الصّ  حيحةالصّ  مجموعة كلّ الإيديالات حيث 

 :اليةيغة التّ بالصّ  حيث   ابع زيتاصف التّ ف عرّ ويُ 

 
 .ف والواقعة في الصّ  في  فرالمختمفة عن الصّ  الصّحيحة من أجل جميع الإيديالات حيث أنّ المجموع مأخوذ

 [11]:9تعريف
 عطى من العلقةتُ ، حيث  أعداد برنولي 

 
 [11]:10تعريف

 الية: التّ  يغةتٌعطى بالصّ  حيث  كثيرات حدود برنولي
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 .أعداد برنولي حيث 
 [2]:11تعريف
  ممجموع ديدكند المعمّ ف عندئذ يٌعرّ  و أعداد صحيحة، ليكن 
 الية:يغة التّ بالصّ  ، ،حيث

 
 برنولي. كثيرات حدود و  يح لمعدد حة الجزء الصّ دالّ   حيث 

  واختصاراً  نحصل عمى  وفي حالة 

 
 [5,9]:3ةتمييديّ 
 عدد صحيح موجب عندئذٍ  ليكن 

1.   
2.  

 [4]:4يّةتمييد
يممك  صحٍح إٌدٌال  ، وليكن. وليكن زه مميّ  اً اً حقيقيّ ربيعيّ ت حقلً  ليكن 

}القاعدة  انىاحدة  ونتكه  عهى انترتٍة و مرافقات  و  حٍث  ، وضع { ,

}عىدئذ  ة نهحقم الأساسٍ    عىدئذ   قاعدة نلإٌدٌال  { ,

 

 مصفوفة عناصرىا أعداد صحيحة.حٍث 

 [4]:5ةتمييديّ 
 الية يغة التّ عطى بالصّ تُ   عناصر المصفوفة

,     

,    . 

 . و  det وأكثر من ذلك

 [4,10]:6ةتمييديّ 
 .نحساب  Langصٍغة  نحصل عمى ،4يّةمييدموز المذكورة في التّ بالحفاظ عمى الرّ  
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, 

 . إشارة  و ة نظيم الواحدة الأساسيّ  و نظيم الإيديال  حيث 
 [5]:7ةتمييديّ 
صف  الإٌدٌال انرئٍسً نهحقم  ، و Richaud-Degert(R-D)مط من النّ  حقيقيّ  حقل تربيعيّ  ليكن 

 عىدئذ   و  

1)  

 
 (فردي   انً )تانت   (2

 
ً   و )تانتانً  (3  (زوج

 
 [12]:8ةتمييديّ 
بحيث  فرديّ  ليّ عدد أوّ  ربيع، وليكن من التّ  عدد صحيح موجب حرّ  حيث  ليكن 

  عندئذٍ أو   ينتمي إليوإيديال  صفّ  Cوليكن  ،

 
 [12]:9ةتمييديّ 
  عندئذٍ  ربيع، من التّ  عدد صحيح موجب حرّ  حيث  ليكن 

. 

 [3]:12تعريف
 يسمّى رمز ليجندر، وىو يرمز لمتّابع: عدداً صحيحاً، فإنّ الرّمز لياًّ فرديّاً وعدداً أوّ  إذا كان 

 
 المعرّف بالشّكل:

 
  [3]:10ةتمييديّ 
 عندئذٍ: و فرديّاً  ليّاً عدداً أوّ  ليكن 
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 .فإنّ  إذا كان  .1
2. . 

 .كان  ذاإ  .3
 [1]:13تعريف
ين إيديالين أوليّ   حيث  إذا كان  في الحقل  لتحمّ ي ليّ العدد الأوّ عندئذ  حقل تربيعيّ  ليكن 

 و مختمفين في 
 [1]:11تمييدية
  عندئذٍ  فرديّ  ليّ عدد أوّ و زه مميّ  حقل تربيعيّ  ليكن 
 إذا وفقط إذا كان  في الحقل  ليتحمّ  

 [8]:14تعريف
و   ,  حيث  نإيديالي و  مميز تربيعي  ليكن

.  
 بالشكل التالي  ف جداء الإيديالين يعرّ 

 
 .من أجل  عدد صحيح يحقق   حيث

 
 والمناقشة: تائجالنّ 

 :1مبرىنة
 فرديّ  ليّ عدد أوّ  وليكن بيع، عدد صحيح موجب حرّ من التّر  حيث  ليكن 
  عندئذٍ  حيث   بحيث

1.  
2.  

 حيث 
 الإثبات:

  .في  ةصحيح تإيديالا لدينا 
 :1إثبات
  :ىي إثباتيا اصة المطموبالخّ 
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 بالاستقراء الرياضيسنثبتيا 
  نجد عندما  

 
 والعلقة صحيحة    

  أي  العلقة صحيحة من أجل  أنّ نفرض 

 
  ّأي لنثبت أنّ  العلقة من أجل ة لنثبت صح 

 

 

 
 عندئذٍ  14التعريف  وذلك حسب وبما أنّ 

 وىو المطموب. 
 :2تإثبا

 .1يتم بنفس طريقة إثبات
 : 2مبرىنة
 بحيث فرديّ  ليّ عدد أوّ  ربيع، وليكن من التّ  عدد صحيح موجب حرّ  حيث  ليكن 

  :عندئذٍ   

 
 الإثبات:

 اليوبالتّ  يّ فرد  ربيع عندئذٍ من التّ  عدد صحيح موجب حرّ  لدينا 
بالإعتماد عمى  ىو   ز الحقلمميّ  عندئذٍ اليوبالتّ  عندئذٍ 

 1.عريفالتّ 
  عندئذٍ   لدينا

 
 نجد 19ةحسب التمييديّ  اليوبالتّ 

 
 .في الحقل  قابل لمتحميل نجد بأنّ  11ةمييديّ التّ  بالإعتماد عمىو   عندئذٍ 
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 أنّ  الآن نلنبيّ و 

  
 حيث 

 
 لأنّو لو كان  نلحظ بأنّ 

  الي وبالتّ   حيحالعدد الصّ  مسِ قْ يَ   عندئذٍ 

 
 وض. وىذا مرف
 بحيث   يوجد عندئذٍ  بما أنّ 

 
 وىذا يعطينا 

 الي بالتّ 
  :3مبرىنة
بحيث  فرديّ  ليّ عدد أوّ  ربيع، وليكن من التّ  عدد صحيح موجب حرّ  حيث  ليكن 

  عندئذٍ أو   ينتمي إليوإيديال  صفّ  C، وليكن 

 
 الإثبات: 

 أنّ  1نلحظ بالإعتماد عمى المبرىنة .أو   ينتمي إليوإيديال  صفّ  C يكنل
 .و   

 . أو   ينتمي إليوإيديال  صفّ   عندئذٍ 

  الصحيح قاعدة للإيديال  وبما أنّ   لنفرض أنّ 
 .4يّة مييدوذلك بالإعتماد عمى التّ  ، عندئذٍ 2ةحسب التمييديّ 

 .و  أنّ  1مييديّةالتّ نعمم من 
 :نجد 5 ةمييديّ التّ باستخدام 
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  .أعداد صحيحة نلحظ بأنّ عناصر المصفوفة 
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 نجد 3ةمييديّ بالإعتماد عمى ماسبق وعمى التّ 
, 

, 
, 

. 
 أنّ  نجد 6ةمييديّ التّ باستخدام 

 
  ّبالإعتماد  .حيث  لمحقل  4تبة فوف ذات الرّ الآن سنقوم بتصنيف زمر الص

 الي إذا كان وبالتّ  عندئذ   و إذا كانأنّ  نجد 9ةمييديّ التّ عمى 
 .أو أو   عندئذ

 :4مبرىنة
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 حيث  ليكن عدد صحيح موجب حرّ من التّربيع، و  حيث  ليكن 
                   عندئذٍ  غير سالبة عداد صحيحةأ ة و فرديّ ة ليّ أعداد أوّ 

 . عندئذٍ و و إذا كان  .1
 2من  تماماً  أعداد صحيحة موجبة أحدىما أكبر و إذا كان  .2
 . عندئذٍ و
 . عندئذٍ  و أعداد صحيحة موجبة تماماً  إذا كان  .3

  ثبات:الإ
 7ةمييديّ حسب التّ   عندئذٍ  لمحقل  الإيديال الرئيسيّ  صفّ  ليكن 
 ()لدينا في ىذه الحالة : 1إثبات

 ينتمي إليوالإيديال الذي  صفّ  ليكن  عندئذٍ  2حسب المبرىنة بما أنّ 
 نجد 8ةمييديّ حسب التّ  عندئذٍ  

 
 نجد 3وبالإعتماد عمى المبرىنة

 
 .وىذا مرفوض عندئذ  إذا كان 
 .وىذا مرفوض عندئذ  إذا كان 
 .وىذا مرفوض عندئذ  إذا كان 
وبما  ،2من  تماماً  أكبر يبين أنّ رتبة العنصر وىذا  حقل لمة مختمفة صفوف إيديالات غير رئيسيّ و  بما أنّ 

 .الي وبالتّ  4تساوي  رتبة العنصر  مرة عندئذٍ تقسم رتبة الزّ   رتبة أي عنصر من أنّ 
 ()لدينا في ىذه الحالة  :2ثباتإ

 لدينا 
 نجد 8ةمييديّ التّ حسب  عندئذٍ  بحيث  الإيديال لمحقل  صفّ  ن ليك

 
 نجد 3وبالإعتماد عمى المبرىنة

 
 وأيضا نجد أنّ 

 
 نجد 8ةمييديّ حسب التّ  عندئذٍ  بحيث الإيديال لمحقل  صفّ  ليكن و 
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                                                  .وىذا مرفوض  عندئذٍ  إذا كان 

إذا                                           .وىذا مرفوض  عندئذٍ  إذا كان 
نلحظ                                        .وىذا مرفوض  عندئذٍ  كان 
بما أنّ      .                                         حقل لمة مختمفة صفوف إيديالات غير رئيسيّ   بأنّ 

  8ةمييديّ تّ عندئذ حسب ال و 

 

 

                          د ىذا المولّ  . ليكن مثلً مرة د لمزّ مولّ  أو عندئذ  أنّ  جدلاً  لنفرض

 
وىذا  انً وتانت    عىدئذ   كان  ه نىلأو  )  نلحظ بأنّ 

الي الفرض بالتّ  وىذا مرفوض.  عندئذٍ   اليوبالتّ   عندئذٍ  ،(مرفوض
 . الجدلي خاطئ عندئذٍ 

 ()لدينا في ىذه الحالة  :3إثبات
 2حسب المبرىنة لدينا

 

 

 
 بحيث  لمحقل وف إيديالات صف ليكن 

 نجد 8ةمييديّ التّ عندئذ حسب  و  و 

 

 

 
  .ة مختمفة لمحقل صفوف إيديالات غير رئيسيّ  نلحظ بأنّ 
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                                       .ىذا المولد  . ليكن مثلً أنّ  لنفرض جدلاً  . عندئذٍ  بما أنّ 
وىذا  أو  الي بالتّ  أو   عندئذٍ 

 . خاطئ عندئذٍ  الي الفرض الجدليّ بالتّ مرفوض. 
 

 الاستنتاجات والتّوصيات: 
        حيثلمحقل 4تبة ت ذات الرّ تصنيف زمر صفوف الإيديالامنا في ىذه المقالة إلى توصّ 

 .ربيععدد صحيح موجب حرّ من التّ  
  .لأسرة معينة من الحقول التّربيعيّة 4تبة بتصنيف زمر صفوف الإيديالات ذات الرّ نوصي فوصيات: سبة لمتّ ا بالنّ أمّ 
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