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 النقاط منتهية الرتبة عمى المنحنيات المعيارية
 د. حسن سنكري
 مصطفى بوجقمي

 (2021/ 2/  23قُبِل لمنشر في  . 2020/  8/  9تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
 ( )  منحننيي م ك   عنيي   لنمنحننيي م رلمان ينيي  ( )( ) منحننيي م مان ينيي    ( )( ) حقيي ت بيعنانيي ت    ليين   

  زميييييي  ( ) عنييييين رلمنحننييييي م رلمان ينييييي   رليبعييييي  . ديسييييين  فيييييث اييييي ر رلعحييييي  رلنقييييي   منب نييييي  مايفييييي  فييييي   رلحقييييي  
Mordell-Weil    عيان  فث ا ر رلعح  أ  زمي  ( )  عنن منحنن م ك   عن .Mordell-Weil     لمنحنن م ك   عني

 عنييييييدم   يبعب يييييي    فييييييث رلحقيييييي    ت لابمنيييييي  نق  يييييي ( )  أ  رلمنحننيييييي م رلمان ينيييييي   منب نيييييي    رلحقيييييي  فيييييي   ( ) 
لمنحنييييييييييث ك   عنيييييييييي    Mordell-Weil كييييييييييدن  أ  زمييييييييييي       . أميييييييييي  فييييييييييث حيييييييييي                   

 
 
لا  (  )  حقي  بيعنايث بلننيثا  رسيبنبكن  أ  رلمنحنيث رلماني ي     منب ني  حني     ف   رلحق   (  )(  )

 .   يبعب      نمن  نق   ت فث 
 
 رلنق    رم يبع  منب ن .  –رلمنحنن م رلإاننننك   –رلمنحنن م رلمان ين   مفتاحية:الت كمماال
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  ABSTRACT    
 

Let   be a quadratic field. Let  ( )( ) be modular curves and  ( )( ) be Jacobian 

curves of modular curves defined over  . In this paper, we investigate torsion points on 

modular curves  ( ) and the Mordell-Weil group of the Jacobian curves  ( ). Let   be 

one of the primes 17,19,23,29,31. We prove that the Mordell-Weil group of the Jacobian 

curves  ( ) over   is finite and the modular curves  ( ) have no  -points of order  . 

Whereas in case     , we find the Jacobian curves  
 
(  )(  ) has a finite Mordell-

Weil group over    where    is an imaginary quadratic field and conclude that the 

modular curves   (  ) has no   -points of order   .  

 

 

Keywords: modular curves, elliptic curves, torsion points. 
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  مقدمة:
بييييع  حنييي  باييد رلمنحننييي م رلمان ينييي  مييي  رلم روييينس رل  مييي   رلأس سييين  فييث رل ندسييي  رلكعينييي   اندسييي  رلمنحننييي ما      

أني  مي  أكي   عنين اي   رلمعياني  ا  بين عن  رلمنحنن م رلمان ين   رلااننننكن  Shimura-Taniyama-Weilمعيان  
( )  عحنيي  ن يي   رلميي يفنزم   ن كييد عييدد  ييحن  م كيي    مايييف فيي   رلحقيي     يي  منحنييث لاننننكييث     

 غ ميرت. ل ل  ببان  ديرس  رلمنحنن م رلمان ين  عش   أس سث فث ديرس  رلمنحنن م رلإاننننكن . 
عنين أ  مكم عي  رلنقي    Mordell-Weilمعياني  . بن   منحنن ت لاننننكن ت مايف ت ف   رلحق   ( ) حق ت    لن   
 - :  رل سين  بش   زمي  بعدننن  منب ن  رلب لندا أ  أ َّ

 ( )   ( )         
  بسييييييمن زمييييييي  رلنقيييييي   منب نيييييي  رليبعيييييي   ( ) زمييييييي  كز نيييييي  فييييييث  {∞    ( )   }     ( ) حنيييييي  

(Torsion points  )  زمي   ( ) من  بس ايبع  رلمنحنث رلإاننننكثMordell-Weil  ف    لنمنحنث رلإاننننكث 
 . [1]   رلحق 

فيي   حقيي        ( ) ل  أحييد أاييم رلمسيي    رلم ي حيي  فييث رل ندسيي  رلكعينيي   اندسيي  رلمنحننيي م ايي  لنكيي د رلزمييي       
لنز م يفنزمني       ( ) عييا  أ  رلزميي   حني  Mazur [2]فين  رلمسيةل   يد حنيم مي   عي       نفثا ل ر  ي   

 م  رلزمي رلآبن :  واحدةمس 

{
 

 
 
  ⁄                       

 
  ⁄      ⁄           

 

أ  رلزميييي   Momose  Kenku [4]ع لاعبمييي د عنييين عمييي   Kamienny [3]حقييي ت بيعنانييي تا عييييا    فيييث حييي    ييي     
 م  رلزمي رلآبن : واحدةلنز م يفنزمن  مس      ( ) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  ⁄              

 
  ⁄      ⁄        

 
  ⁄      ⁄        

 
  ⁄      ⁄                         

 

 .Kamienny-Momose-Kenku بسمن معيان  
ا  حنيي لات ل يي   رلمسييةل  فييث عاييل رلحيي لام رلل  يي  لييي  Dericks [5]  Parent [6]حقيي ت ب انعنيي تا  كييد   ر  يي    ر  

 م  رلديك  رليرعا  أ  أ ثي.   ب سنا ت لنحق    عننم  رلمسةل  لم بح  فث ح       
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حق ت بيعنان تا  أحد ا   رلأس ن  ا : ا  ن كد منحنث لاننننكيث ماييف        لأس ن  فث ح  ظ يم رلادند م  ر     
 ع لبيي لث نم يي  رلسييلر : ايي  ن كييد منحنييث  ؟ يبعب يي  بسيي      فييث   ت نحيي   نق  يي ( √)   فيي   حقيي  بيعناييث 
 ؟ يبعب     نمن  نق   ت فث   مان ي  مايف ف   

بمنيي  أ ثييي ميي   (Hyperelliptic)   عنيين  كيي د منحننيي م مان ينيي  لنسييم فيي   لاننننكنيي بابمييد رلإك عيي  عنيين ايي ر رلسييلر
منب نيي ا  منيي  نم يي  لنكيي د   فيي    ك   عنيي   لنمنحننيي م رلمان ينيي   ممنحننييل Mordell-Weilزمييي   فكيي بن  عحنيي  أ 

 لنمنحنن م رلمان ين  ف   رلحق   رلبيعنان .رلنق   منب ن  رليبع  زمي  
( )( ) ا عند ييي   ( ) منحنيييث ك   عنييي   ليييي  ( ) حننييي ت مان ينييي تا  من ( ) لييين       ( )(  )   ( ) 
 حن  

 
 بش ن م كعين  غني ملبزل ا  من :    ( )

      يبعب     نمن  نق   ت فث  ( ) منحنن ت مان ين ت ف   لاننننكثا عند     ( ) ل ر  . 
      ند    نمنز ح لبن :منحنن ت مان ين ت لنس ف   لاننننكثا ع ( ) ل ر 

o  ل ر   نم 
 
 . يبعب     نمن  نق   ت فث  ( ) زمي  غني منب ن ا فن   (  )( )

o  ل ر   نم 
 
 .  لنبش ن  رلكعي   Mordell-Weilزمي  منب ن ا فنك  لنك د زمي   (  )( )

 Mordell-Weilزميييي    عيانييي  أ     كيييدن  فيييث اييي ر رلعحييي  عاوييي ت مييي  رلمنحننييي م رلمان ينييي  فييي   رلحقييي   رلبيعنانييي أ
 .   يبعب   ( √)   فث   ت منب ن   أن   لابمن  نق    ف    منحنن م ك   عن   ل  ل

بيعناني  عحني  أ  منحنني م لاننننكني  مايفي  في   حقي     Bokun [7]ن  ي فنم  ننث عاو ت م  رلديرس م رلسي عق :  كيد 
 يفنزمنييي  ميييس رلزميييي رلآبنييي  لنز م       ( ) رلزميييي  

  ⁄      ⁄   
  ⁄      ⁄   

   ⁄   
   ⁄ 

  
 فيييييي   حقيييييي   بيعنانيييييي  محييييييدد ا      ( )  ينقيييييي  لإنكيييييي د رلزمييييييي   Kamienny  Najman [8]ا   كييييييد ⁄   

فيييي   عاييييل رلحقيييي   رلبيعنانيييي   رلا  يييي  عيييين  رلزميييييبن       ( ) رلزمييييي   Gonzalez  Ternero [9] [10] ديس 
لنز م يفنزمني       ( ) منحنن ت لاننننكن ت عحني  ب ي   رلزميي   Kagwa [11] 00 حدد  .    ( )        ( ) 
   + *ميييس رلزميييي 

  ⁄   
لنمنحننييي م رلمان ينييي  فييي    رليبعييي  أ  زميييي  رلنقييي   منب نييي  Najman [12] عييييا  ا ⁄  

 [13]  كيييد ا 19يبعب ييي    ت   كيييد عيييدد غنيييي منبييي  مييي  رلمنحننييي م رلمان ينييي  بحييي   نق  ييي منب نييي  رلحقييي   رلب انعنييي عاييل 
Dericke  Najman رلزميييييييييييييييييييييييييييييي رلييييييييييييييييييييييييييييي ريد  فيييييييييييييييييييييييييييييث معيانييييييييييييييييييييييييييييي  ليييييييييييييييييييييييييييييعالننييييييييييييييييييييييييييييي م لاننننكنييييييييييييييييييييييييييييي  منح 

Kamienny-Momose-Kenku  ع لإو ف  للن رلادند م  رلديرس م رلميكان . ف   رلحق   رلب انعن  رلد ين ا 
 

 أهمية البحث وأهدافه:
ف   رلحق   لمنحنن م ك   عن   لنمنحنن م رلمان ين  منب ن  Mordell-Weilن دف ا ر رلعح  للن عيا   أ  زمي       
عنن رلمنحنن م رلمان يني  فيث حقي   بيعناني  يبعب ي  منب ني ا  ب مي  أامني  اي ر رلعحي  فيث  ك د نق    نا ع لإو ف  للن ل 

لنمنحننيييي م      ( ) لنمنحننيييي م رلإاننننكنيييي  فيييي   رلحقيييي   رلبيعنانيييي   منيييي  لنكيييي د رلزمييييي      ( ) لنكيييي د رلزمييييي 
  . رلمان ين  ف   رلحق   رلبيعنان
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 طرائق البحث ومواد : 
 عش   ل   رلق رسم  رلق رسم رلي نسن   فث عيا   رلبم ندن م  رلمعيان م فث ا ر رلعح  رل ندس  رلكعين  رسبلدمن      

رلزمي رل م ل كن   رلس س  رل يحنح  رلق يني  فيث  ا  رعبمدن  عننNeron م د    منحنث ك   عن    رلزمي رلمل   
   للن رلادند م  رلمف انم  رلنب  ج فث رلكعي. رل م ل كن  ع لإو ف

 التعاريف والمبرهنات الأساسية والرموز المستخدمة:
ن  ي فنم  ننث مكم ع  م  رلبا ينف رلأس سن   عال رلم حظ م رلبيث بسي عدن  فيث ف يم رلم ي نح م رلانمني  

 رل ريد  فث رلعح   ب ون  عيا   رلمعيان م رل ريد  فن .

⁄   )زمي  كز ن  فث رلزمي     عددأ  حنح ت م كع تا    لن   : [14] 1 تعريف )

 

. 

عةنيي  منحنييث  يي  نق يي  فنيي  بق عيي    فيي   رلحقيي   ( )( )  ( modular curveنُايييف رلمنحنييث رلمانيي ي  ) -
 .  ين  م  رلنق   رل سين  يبعب   رلبث بمن  زمي  كز ن  د   ف ت رنزم يفنزمن ت م  رلمنحنن م رلإاننننكن  

عةنيي  منحنييث  يي  نق يي  فنيي  بق عيي   ييف ت رنزم يفنزمنيي ت ميي    فيي   رلحقيي   ( )( )  نُايييف رلمنحنييث رلمانيي ي   -
 . رلمنحنن م رلإاننننكن  رلبث بمن  نق    سين  يبعب   

عةن  منحنث   ف   رلحق   ( )( )  ( intermediate modular curveنُايف رلمنحنث رلمان ي  رلمب س  ) -
 ب يييي      ييي  نق يييي  فنيييي  بق عييي   ييييف ت رنزم يفنزمنيييي ت ميييي  رلمنحننييي م رلإاننننكنيييي  رلبييييث بمنيييي  نق ييي   سييييين  يبعب يييي  

 .(  ̅ )   ث عب  ع لنسع  لزمي   +      *رلمكم ع  

 ا عدد فك رب   منحنن ت   : لن   [1] 2تعريف 
 . عةن   زمي  حي  بعدننن  م لد  عنق   عنن رلمنحنث  ( )   ( Divisor groupايف زمي  رلق رسم )بُ  -
 ( )   حنيي   ( )     ( ل ر  يي   principle divisor) ي نسييث   عةنيي    سييم   ( )     نقيي   عيي   -

-   , حق   س ي رلحنق   ( )  
 ( )⁄ . 

ماييف    عيدد فك ربي  ( Algebraic variety( عةني  بشي ن  كعيي  )Jacobian curveنُاييف منحنيث ك   عني   ) -
 ع لش   رلآبث:

   ( )     
( )

    ( )⁄   

    بلييي       
 
( )  

 
( )  

 
عنييين  ( )   ( )   ( )  منحننييي م ك   عنييي   لنمنحننييي م رلمان ينييي   ( )

 بث: مايف ع لش   رلآ Abel-jacobiرلبيبنن ا عند    ن كد ب عن  

  ( )   
 
( )  

 
 
( )

 
 
( )⁄     

 زمي  كز ن  م  رلنق   رل سين  فث  ̅ لب   
 
 Kubret  Lang [15]ا عييا   عنين  ̅ مسق  رلزمي     رلزمي   ( )

 Steven [16]   عند يي   ن كييد ا ميي ميفنزم زمييي        عييددرت أ لنيي ت نحقيي    منب نيي ا  ليين     أ  رلزمييي, -   
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        عحنيي  أ       - ,  
 
عةنيي  حنقيي    Hecke (Hecke algebra )ايييف كعييي نُ   . ⁄  

.  عييييف  اييي  كعيييي منب يييث رلب لنيييد فييي    Heckeعيييددرت أ لنييي ت فييين  كعيييي   ا  فيييث حييي    ييي    رلانيييد م يفنزم م ليييي 
Eisenstein عيا  أ  ن رب  منب ن   بسمن لندن      ( )     ب عن  رلEisenstein [2] . 

( )    ) ن  ي فث رلكد   رلآبث رلمنحنن م رلمان ين  رلبث  مني  عديرسيب    منحنني م ك   عني    عايدا         ) 
         )   عايييييد 

 
( )      

 
   حنييييي رلم رفييييي  ل ييييي    رلايييييدد    Hecke(  كعيييييي ( )

 
كييييي  ي  

 .  رل رحد  م  رلديك  
 .  والعدد Hecke(: منحنيات جاكوبيان وبعدها وجبر 1الجدول )

             ( )    ( ) 
    ,  -       *  +  

 
(  ) 

   ,  -       *  +  
 
(  ) 

     ,  -       *  +  
 
(  ) 

       ,   -         *  +  
 
(  ) 

    ,  -       *      +  
 
(  ) 

    ,  -       *        +  
 
(  ) 

 
  أحيدا ا عند ي     للين كيدرإ لنيدن لام أ لني   لين     نش ي  نني ت فيث رلحنقي  ن  ن حظ م  رلكد   رلس ع  أ  رلادد 

 .[17] 0عاد     ف    ثفو إ شا ع - ,  ع لب لث أ لث  Eisensteinلندن   

 م  رلش   رلآبث:  (  ̅ )   : ب كد سنسن   حنح    ني  م  رلم د لام ف   Eichler-Shimura [17] 1 مبرهنة
      , -    , -    

 حن  
 
 .  ديكب   (  ) حق  كز ث فث          Skyscraper (Skyscraper sheaf  )حزم   - ,

سنسين   يحنح                 (affine scheme) فو إت مل   ت أفننني ت   : لن   [18] 2برهنة م
   ني  م  رلزميا عند    ب كد سنسن    نن   حنح  م  رلنس ي م  رلزمي رل م ل كن  ع لش   رلآبث: 

    (    )   
 (    )   

 (    )   
 (    )   

 (    )   
 (    )

   (    )   
 (    )   

 (    )    
 النتائج والمناقشة: 

  لييييي  Neronميييي د    ا  ليييين   م لييييدرت ع لاييييدد    Hecke رلأ لييييث فييييث حنقيييي  Eisensteinلنييييدن     ليييين        
(Neron model)  زميييي   أ  سييينعيا ا          حنييي    فييي   رلفوييي إ رلمل ييي  رلأفننيييثMordell-Weil  

 لمنحننيي م ك   عنيي   
 
عنييدم    يبعب يي    لا بمنيي  نقيي   فييث  ( )  رلمنحننيي م رلمان ينيي  منب نيي   أ    فيي    ( )
 ع لإسبف د  م  رلبم ندن م رلآبن : ا   ل                  

 بث: م  رلش   رلآ  رلمنب ن  ف    (flat) رلمس ح  رلمل    ب كد سنسن   حنح    ني  م  رلزمي :1تمهيدية 

( )      ⁄   , -    , -     
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ا  منييي  ب كيييد  زميييي  مل  يي  بعدنننييي  فيي     عند ييي             فيي     ليييي  Neronميي د    رلعيايي  : ليييدنن  
 رلسنسن  رل حنح  رلق ني  رلآبن : 

( )    , -   
 
      

 منب ن   مس ح .   زمي  كز ن  فث  - , عند    
 ق ني  رلآبن : رل حنح  رلسنسن  رلزمي  منب ن   من  ب كد   عند       بح    - , زمي  كز ن       لب

      , -       
    لدنن  

 
 ا  ع لب لث ب ع  رلسنسن  ع لش   رلآبث:⁄  

     ⁄   , -       
 ع لبيي لث حسيي  معيانيي    زمييي  مل  يي  ث عبيي  يبعب يي    فيين   Oort-Tate [19]عند يي   حسيي  معيانيي      عميي  أ  

Eichler-Shimura   ع لب لث ب كد رلسنسن  رل حنح  رلق ني  ع لش   رلآبث:  - ,    فن  
     ⁄   , -    , -     

 منب ن .  ( ) رلزمي   :0تمهيدية 
 ني  رلآبن : رلسنسن  رل حنح  رلق  (0م  ) رلعيا  : لدنن 

   , -   
 
      

 ع لش   رلآبث:   ( سنسن    نن   حنح  م  رلنس ي مايف  ف   0ب كد حس  رلمعيان  )
    (   , -)    (   )    (   ) 

                (   , -)    (   )    (   )    
 ب ع  رلسنسن  ع لش   رلآبث:   

   ( ), -   ( )
 
  ( )    (   , -)    

 مبع ن  رلآبث: ا م ميفنزم زمي  ع لب لث ن كد 
 ( )

  ( )⁄    (   , -)  

:    لنحق   حنق  رلأعدرد رلكعين     عم  أ    عند   

( ) 
 (  )

  (  )
⁄  

 ( )
  ( )⁄    (   , -)  

 منب ن .  (- ,   )   لنعيا  أ  رلزمي  
 ع لش   رلآبث:   ( ب كد سنسن   حنح    نن  مايف  ف   1رلسنسن  رل حنح  رلق ني  )( عنن 0عب عن  رلمعيان  )

( )     .     ⁄ /    (   , -)    (    , -)     
((  )    )عم  أ       :  عند   

  (     ⁄ )     (  (  ) 
 
  ⁄ )     
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 : [17]أّ   Kamiennyعيا  
  .   

 
, -/     ⁄  

  :فن  (     )   ا  عم  أ    زمي  رل رحد  فث   حن  
( ) 

  .   
 
, -/      

 
  ⁄ ( )      (    )  

 ( ع لش   رلآبث:9 من  ب ع  رلسنسن  )
      (   , -)    (    , -)     

 ا م ميفنزم زمي مبع ن  رلآبث:  ع لب لث ن كد 
  (   , -)    .   

 
, -/  

 : ن   ( 3حس  رلسنسن  )  
 (  )

  (  )
⁄    (   , -)    .   

 
, -/  

 ( ا م ميفنزم رلزمي: 5م  رلسنسن  )نكد 
 (  )

  (  )
⁄      

 
  ⁄ ( )  

 نكد أّ :     عب عن  زمي  غ ل ر

(
 (  )

  (  )
⁄ )

 

 (    
 
  ⁄ ( ))

 

  

  من :
 ( )

  ( )⁄      
 
  ⁄ (   )  

 لّ   [3]حسيييييي  
  ⁄  ع لبيييييي لث زمييييييي  منب نيييييي   عننيييييي  ب يييييي   رلزميبيييييي    1عاييييييد     فويييييي إ شييييييا عث فيييييي    (   )

  (   , -)    .   
 
( )  رلزمي  منب نب    من  /- ,

 منب ن .  ( ) رلزمي  منب ن   ع لب لث  ⁄( )  

 لمنحنث ك   عن    Mordell-Weilزمي   :4هنة مبر 
 
 منب ن .  ( )( )

  رلعيا  : لدنن 
 
شي ن م كعيني ا ب ع لبي لث ننشي ي للين كيدرإ  )م  باينيف منحنيث ك   عني  ( بش ن  كعي  ( )( )
 أ  ن ب  رلش   رلآبث: 

 
 
( )( )   

 
( )( )   ( )  ( )  

 
 
( )( )

 
 
( )( )⁄   
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 ليييييدنن  رلزميييييي  
 
زميييييي  منب نييييي   ع لبييييي لث ب ييييي    ( ) رلزميييييي  أ   (0فيييييث رلبم ندنييييي  ) ا  عيانييييي [2]منب نييييي   ( )( )

Mordell-Weil لي 
 
 منب ن . ( )( )

ا عند يييي   رلمنحنييييث رلمانيييي ي   مايفيييي ت فيييي   منحننيييي ت مان ينيييي ت  ( )( )  حقيييي ت بيعنانيييي ت  نفنيييي ت     ليييين   :4مبرهنتتتتة 
 .    يبعب   لا نمن  نق   ت فث  ( )  
ق عي   يف ت رنز م يفنزمي ت مي  رلمنحنني م رلإاننننكني  ب   ع لبي لث  ( )  نق ي   نفني  عنين رلمنحنيث   ليب   رلعياي  : 
(   )   ث عبيييي  ع لنسييييع  لزمييييي  غيييي ل ر  +         * رلمكم عيييي   ∞   حنيييي   (   )  *   +  .
( ) عحنيي     سييم عننيي   ̅    عننيي  ن يي    ( )  حنييث رلمانيي ي  نق بيي   ملبنفبيي   عنيين رلمن ̅     منيي   ̅  

    ̅    سييم ي نسييث عنيين رلمنحنييث  ∞  
 
  مق يي ي رلمنحننيين   (  )̅     (  )   ليين     . ( )

عمييي  أ  ا [1]عنييين رلأ ثيييي  نق ييي  15نح نييي      منحنييين  ماييييفن  فييي   رلحقييي       عند ييي      ع لنسيييع  لنحقييي   ̅  
 عنييين  Mordell-Weil  زميييي      

 
̅   رلي نسييين   ( عند ييي   رلق سيييم   4منب نييي  حسييي  رلمعيانييي  ) ( )  

̅    منيي    مب  ف يي   فيي    ∞        ∞   ع لبيي لث   سييم ي نسييثا أ  أنييي      سييم ن ييي ف       
̅   عحنييي  ن يي    (  )   ن كييد  ف مييي  رلمنحننييي م  اييي ر غنيييي مم يي ا  منييي  رل يي ( )        

 لا نمن  نق   ت فيث ( )   ع لب لث رلمنحنث رلمان ي   غني م ك د   أ  أّ  رلنق    غني م ك د (   )رلإاننننكن  
 . يبعب      رلحق  رلبيعناث

 لمنحنييث ك   عنيي    Mordell-Weilأ  زمييي   رلآبنيي  سيينعيا  فييث رلمعيانيي      
 
حقيي     منب نيي  حنيي   (  )(  )

  .    يبعب     لا نمن  نق   ت ف    (  )   نسبنبج أ  رلمنحنث رلمان ي   ا نفث نثبيعناث بلن
 لمنحنث ك   عن    Mordell-Weilزمي   :5مبرهنة 

 
 منب ن . (  )(  )

 لييدنن  رلعيايي  : 
 
    Heckeكعييي  -  ,   (  )(  )  منحنييث ك   عنيي   لنمنحنييث رلمانيي ي   (  )(  )

( )ا عند      س ح  لنيدن لام ي نسين   -  , .  عم  أ  -  , أ لث فث رلحنق   Eisensteinدن   لن  حن   ̅   
 . ( )  فن  

 ليي  Neronميي د    ا  لين                   {             }    لناييف 
 
فيي    (  )

(       ) عند              ليي  Mordell-Weilزميي  .  ع لب لث ل ث ب ي   (  )(  )   
 
(  )(  ) 

 (       ) رلزمييييي   عيايييي   أ منب ييييث  ليييي ل  ن فييييث  (       )  Neronمنب نيييي  نكيييي  أ  نعيييييا  أ  ميييي د  
 .  فو إ مل   كز ث مفب ح فث   منب ن  حن  

 لدنن  رلسنسن  رل حنح  رلق ني  م  رلزمي رلمل    رلآبن :
( )    , -        
زمييي  مل  يي  مسيي ح  منب نيي  فيي    - ,  ع لبيي لث         ي  مل  يي  مسيي ح  شييع  منب نيي  فيي   زميي - ,  منيي  
 رلآبن :  رل حنح  نح   عنن رلسنسن         ( ف   5( عنن رلسنسن  )0.  عب عن  رلمعيان  )  

    (         , -)   
 (         )   

 (         ) 
     (         , -)    

   من  نكد رلسنسن  رل حنح  رلآبن :
   (       ), -   (       )   (       )   

 (         , -)    
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أ   نك منب ن .  لعيا    ل   (- ,         )  منب ن  ل ر   نم رلزمي   (       )  ع لب لث ب    رلزمي  
 منب نب  .  (̅         )    (̅          )  لزميبن  نعيا  أ  ر

 : [20] رلآبن  رلق ني  لدنن  رلسنسن  رل حنح 
    ̅̅ ̅          

 حن  
 

     ف    skyscraperحزم   
 ̅

 ب سنس لنحزم   
 

 .        ف    
 :   م  رلش   رلآبثب كد سنسن   حنح    نن  ع لب لث
( )     (          ̅̅ ̅)   

 (          )   
 (          )    

 : [21]  رلآبنرل حنح  رلق ني   Kummerم  ك   ث نن  لدنن  سنسن  
  

   
 

(   
 )

 ⁄    (          )     (   ), -     

   نايييييث بلننيييييث فييييين  حقييييي  بيع    عميييي  أ  
 

(   
 )

 ⁄ (  (  )  )ا  + *  - ,(   )   فييييين       

(          )   ع لب لث  {∞}  ( ع لش   رلآبث: 5 من  ب ع  رلسنسن  ) + * 
    (          ̅̅ ̅)         

(̅          )   عنن  ب      * + . 
  +                *   منب نييييييي . لناييييييييف رلمكم عييييييي   (̅         )  لنعييييييييا  أ  رلزميييييييي  رلأ  

 : رلأبث مبع ن رلزمي رلا م ميفنزم  فننن  نكد Mazur [2] لسبن درت للن معيان ا             

  (         ̅)    (   )    (     ⁄ )  

 رلسنسن  رل حنح  رلآبن :   

( ) 
    (       

 
  ⁄ )    (     ⁄ )    

 (       
 
  ⁄ ) 

    (       
 
  ⁄ )    

 حن : 

  
 (       

 
  ⁄ )       

  (         
 
  ⁄ )  

         )  عند يييي        عميييي  أ  
 
  ⁄ )    ع لبيييي لث  + * 

 (       
 
  ⁄ )  منييييي   + * 

 ( ع لش   رلآبث: 5) ب ع  رلسنسن 
    (       

 
  ⁄ )    (     ⁄ )     

  ع لب لث: 
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  (       
 
  ⁄ )    (     ⁄ )  

 م  ك   ث نن  لدنن :

  (       
 
  ⁄ )     (  ( )    ⁄ )     

       )   ع لبييييييي لث 
 
  ⁄ )  * +     (     ⁄ )  * +    (   ) منييييييي  ب يييييييي       + * 

  (         ̅)  * + . 
 منب نيييييييييي   (       ) منب نيييييييييي   منيييييييييي  ب يييييييييي   رلزمييييييييييي   (- ,         )  مميييييييييي  سييييييييييع  نكييييييييييد أ  رلزمييييييييييي  

 لمنحنث ك   عن    Mordell-Weil زمي  
 
 منب ن .  (  )(  )

(̅          )  أ  ( 5)رلمعيانييييي   فيييييث كيييييدن   :1نتيجتتتتتة   * +    (         ̅)  ع لبييييي لث  + * 
  (         , -)  . 15يبعب      لا نمن  نق   فث  (  )(  )   ع لب لث رلمنحنث  + * 

 ا ستنتاجات والتوصيات:
رلس سي  رل يحنح  مي  رلزميي رل م ل كني  رلمايفي   رل ندس  رلكعين   رل م ل كن   عش   لي   رسبلدمن  فث ا ر رلعح 

-Mordellلانكيي د زمييي   Neronعنيين مف يي م رلق رسييم  رلق رسييم رلي نسيين   ميي د  دن  رعبميي فيي   رلفويي إرم رلمل  يي   
Weil  رلنقيي   منب نيي  رليبعيي  ننكيي د ع  ن  ييثلمنحننيي م ك   عنيي    زمييي  رلنقيي   منب نيي  رليبعيي  فيي   رلمنحننيي م رلمان ينيي ا
لمنحنييث  Mordell-Weilزمييي    لنكيي د منحننيي م مان ينيي  ألييية مايفيي  فيي   حقيي   بيعناييث أ  فيي   حقيي   ب انعييثا  عنيين

 ك   عن   
 
 ف   حق  بيعناث حقنقث.  (  )
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