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 ملخّص  
 

لعب دوراً هاماً تي تال Lasry –  Lions تنظيم دالة  تعميمل بريغمانالبحث إلى الاستفادة من مسافة  هذا يهدف
21استبدال الشكل التربيعيب وذلكفي علم الأمثليات, 

.
2

بريغمانبمسافة   .,.hD تمّت و  ,() مسافة غير مترية

تتطابق مع  الأمثليات مجموعة حلول مسألة أنّ و , ةمستمر  انّهعلى إ حيثُ تمً البرهان هذه الدّالة دراسة بعض خواص
  .ةالمعمّم دالة التنظيملمجموعة الحلول الصغرى 

 
 
, تقريب مورو يوشيدا, دوال المحدبة , دوال نصف مستمرة من بريغمان, دالة بريغمانمسافة  :المفتاحيةالكلمات 
 .Lions -Lasry دالة تنظيمالأدنى, 
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  ABSTRACT    

 

The purpose of the research is to study Bergman distance  to generalize Lasry –  

Lions regularization which play important role of theory optimization.                                                 

To do that we replace the quardatic additive terms 
21

.
2

 in Lasry –  Lions 

regularization by more general Bergman distance  .,.hD (non metric distance), and study 

properties generalized approximation and proof its continuous as we give  a  relationship   

between  the  solution  minimization  sets  of  function  and Lions – Lasry  Regularization 

and others properties.                                                                                 
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 مقدمة:
يلعب علم الأمثليات دوراً هاماً في كثير من جوانب الحياة, فالعديد من مسائل الرياضيات وعلوم الفيزياء يمكن 

يبحث ويهتم بإيجاد النقاط الصغرى)أو النقاط إعادة صياغتها كمسائل أمثليات, فهو نظام رياضي غني ومزدهر 
 :حيث تأخذ المسألة الشكل العظمى( لدالة على مجموعة جزئية غير خالية من فضاء متجهي أو على الفضاء بأكمله,

   : inf ( ) ; 1.1P f x x X 
اً أو مجموعة إلا ضمن شروط معينة فقد تقبل حلًا وحيد حل من المعروف أنَه ليس بالضرورة أن يكون للمسألة 

في إيجاد النقاط الصغرى ودراسة أسهم من الحلول. لذلك لجأ الرياضيون إلى تنظيم هذه الدوال بطرق عديدة ممّا 
 خواصها.

 ين مورو و يوشيدا,من قبل العالموأول من درس هذه المسائل العالم الرياضي هاوسدورف وبيير وعممّت 
 :وأخذت الشكل الآتي الدليل يوشيدا ذي  -وسميّت بدوال مورو

   
21

: inf ( ) ; 1.2
2

f x f u x u u X


 
    

 
 

حيث أسهمت المسألة  1.2  في حل الكثير من المسائل الريّاضية الضّرورية المطروحة للبحث, وتناولها
المسألة تمّ تعميم 6893وفي عام  العديد من الرياضين.  1.2 من قبلLasry  –Lions: وأخذت المسألة الشكل .  

     

 

2 2

2

1 1
sup inf

2 2

1
sup

2

n
n

n

u Ry R

y R

f x f u y u x y

f y x y







 







 
     

 

 
   

 

 

وفي السنوات الأخيرة نظمت المسألة  1.2  باستخدام مسافة بريغمان  )وهي دالة حقيقية غير سالبة لا تحقق
 , وأخذت المسألة الشكل :    [6,8,14] قبل العديد من الرياضيين نذكر منهم  متراجحة المثلث( من 

 
1

( ) inf ( ) ( , ) 1.3h h
x S

f u f x D x u


 
  

 
 

اهتماماً  النقطة الأقرب التي شهدت لحل مسائل الأمثليات خصوصاً في تعميم خوارزمية واستخدمت حديثاً 
  [9,10]. القليلة الماضية نذكر على سبيل المثال في السنوات وتطوراً 

باستخدام مسافة بريغمان واستنتاج بعض  Lasry – Lions.انطلاقاً من ذلك سوف نقوم بتعميم تنظيم  
 الخواص الهامة لها

 
 أهمية البحث وأهدافه:

, وتكمن أهمية اباستخدام مسافة بريغمان ودراسة خواصه Lasry – Lions دالة تنظيميهدف البحث إلى تعميم 
هم في إيجاد طرق عددية لحل مسائل ونظرية التحكم وكذلك يس نظرية الأمثلياتالبحث من خلال تطبيقاته في 

 لبحوث قادمة. اً الأمثليات المحدبة, وستكون هذه الطرق موضوع
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 طرائق البحث وموارده:
يوشيدا  –نقدم بعض التعاريف والمفاهيم الأساسية التي تتعلق بالتحليل المحدب كما نعرض تقريب مورو 

 .بريغمان وأهم خواصها التي تساعدنا في معالجة الموضوعوتعريف دالة 
( ومن أجل convex analysisنذكّر ببعض عناصر التحليل المحدب )  تعاريف ومفاهيم أساسية: -1

بفرض :[3,121,1تفاصيل أكثر يمكن العودة إلى المراجع ة ] ,X , ًفضاءً تبولوجياً خطياA  مجموعة جزئية غير
و  Xخالية في :f X R   دالة معرفة علىX  وتأخذ قيمها في R  . 
 تعرّف مجموعة النقاط: -

  [ , ] 1 : 0 1x y x y       
x,الواصلة بين (segment)بالقطعة المستقيمة      y  فيX.   

 .Aإذا أمكن وصل أي نقطتين من نقاطها بقطعة مستقيمة محتواة تماماً في ها محدبةإن Aيقال عن المجموعة  -
 :الآتي إنَّها دالة محدبة إذا تحقق الشرط fيقال عن -

x,من أجل كل  y X :ّفإن 
          1 1 0,1f x y f x f y           

إنّها دالة محدبة تماماً إذا كان استبدال إشارة  fيقال عنو   في العلاقة السابقة بإشارة   يبقيها
 .صحيحة

إذا كانت   (concave function )إنّها دالة مقعرة fيقال عن - f .دالة محدبة 
 . (affine function)ةدالة محدبة ومقعرة ,تدعى دالة تآلفي fإذا كانت

إذا  ((l.s.cويرمز لها بـ  (Lower Semi Contentions)إنّها دالة نصف مستمرة من الأدنى  fيقال عن -
 كان

lim inf ( ) ( )
y x

f y f x


. 

إذا ( (s.c.s( ويرمز لها بـupper Semi Contentions)إنّها دالة نصف مستمرة من الأعلى fيقال عن -
 كان

lim sup ( ) ( )
y x

f y f x


. 

ويرمز له fيعّرف المجال الفعلي للدالة - dom f :بالعلاقة 
  :dom f x X f x    

dom( إذا كان properنوعيّة ) إنها دالة fيقال عن - f . 
بالرمز Xنرمز لمجموعة الدوال المحدبة والنصف مستمرة من الأدنى والنوعيّة على X. 

argبالرمز  f نرمز لمجموعة النقاط الأصغريّة للدالة - min f :  وتعرف بالشكل 
    arg min : inf

x XX

f x X f x f x


   

 خالية.يمكن أن تكون هذه المجموعة 
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 :مسافة بريغمان ودالة بريغمان  
  1.1تعريف

  [3,8]( :Bergman distance) بريغمانمسافة 
:مفتوحة ومحدبة, ولتكن  nRمجموعة جزئية غير خالية من Sلتكن nh S R R  

 بريغمانتعرّف مسافة   - 2: 0,n

hD S S R    بالعلاقة: 
( , ) : ( ) ( ) ( ),hD x y h x h y h y x y     

nR ,hالجداء الداخلي المعرف على  <.,.>حيث  grad h  التدرج . متجه 
مسافة التي توفر بيئة مناسبة لدراسة  1981عامLent  و    Censorمن قبل [8] بريغمانتمّ تعريف دالة  -
 تعريفاً مكافئا أبسط. لكن تبيّن أن بعض الشروط تنتج من بعضها الآخر, لذلك قدّم الباحثون بريغمان,

  :1.1تعريف
 :(Bergman functionغمان )يدالة بر 

 :ذا وفقط إذا تحققت الشروط الآتيةإSغمان علىيدالة بر hيقال إن  
6. h    مستمرة ومحدبة تماماً علىS . 
2. h  قابلة للمفاضلة علىS. 
R,لكل  .6 x S    فإن ( , ) : ( , )hR x y S D x y    . محدودة 
إذا كانت  .4 k k N

y S


  متقاربة حيثlim k
k

y y S


   فإنlim ( , ) 0h k
k

D y y


. 
 : أمثلة

21إذا كانت .6
. ,

2

nh S R             ّ21             فإن
( , )

2
hD x y x y . 

إذا كانت  .2 
2

1

,
n

n

i i

i

h x x S R



    ّفإن  
2

1

1
( , )

2

n

h i i

i i

D x y x y
y

 . 

 

إذا كانت.6 2

1

1 , 1 , 1
n

n

i

i

h x S


      فإن
2

2
1 1

1
( , ) 1

1

n n
i i

h i

i i
i

x y
D x y x

y 


  


 

. 

إذا كانت .4 
1

log ,
n

n

i i i

i

h x x x S R



    0و)باعتبارlog0 0 :فإن ,) 

  
1

( , ) log /
n

h i i i i i

i

D x y x x y y x


   

  غمان:يبعض خواص مسافة ودالة بر  
  الخواص الآتية: بريغمانتملك دالة 
6.( , ) 0hD x y  لكل,x y dom h . 
2.x y     إذا وفقط إذا( , ) 0hD x y  . 
6.( , ) ( , )h hD x y D y x لكل,x y dom h وx y  ليست تناظرية بريغمانأي مسافة . 
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 . لا تتحقّق متراجحة المثلث بشكل عام.4
5.( , ) ( , ) , ( ) ( ) ,h hD x y D y x x y h x h y x S y S         
xلكل  :النقاط الثلاث خاصة.3 S و,y z S يكون 

( , ) ( , ) ( , ) , ( ) ( )h h hD x y D x z D z y x z h z h y      
y,لكل  النقاط الأربع: خاصة.7 v S و,x z S يكون 

           , , , , ,h h h hD x y D z v D x v D z y x z h v h y       
9. .,hx D yدالة مستمرة  ونوعيّة. 
8.(., )hx D y .ًدالة محدبة تماما 

61.h قابلة للمفاضلة باستمرار علىS. 
66.(., )hx D yقابلة للمفاضلة علىS, , ( ) ( )x hD x y h x h y  حيث 

   ., .,x h hD y grad D y التدرج . متجه 
R,لكل .62 y S   فإن   , : ( , )hL y x S D x y    . محدودة 
ليكن .66   intk k N

x dom h


  محدودة و   intk k N
y dom h


عندئذ إذا كان , 

lim ( , ) 0h k k
k

D x y


 ّفإنlim 0k k
k

x y


 . 
إذا كانت.64 k k N

y S


 0متتالية متقاربة , حيثlim k
k

y y


و k k N
x S


متتالية محدودة و 

lim ( , ) 0h k k
k

D x y


 0فإنlim k
k

x y


. 
,.)ليست مسافة مترية , ولما كانت بريغماننستنتج من الخواص السابقة أنّ مسافة  )hD y  دالة نصف مستمرة

محدبة ونوعيّة فإن  من الأدنى, (., )hD y S . 
  يوشيدا -تقريب موروYosida Approximation)-(Moreau:[1]  

التي  يوشيدا لدوال محدبة ونصف مستمرة من الأدنى -تعريف دالة تقريب مورو ( قدّم مورو 1965في )      
 .هموا في تطوير هذا المفهوم لعديد من الباحثين أسكما أنّ ا .fمتع بخواص أكثر عموميّة من الدّالة تت

لتكن : nf R R   من( )nR , يوشيدا: –يعرّف تقريب مورو 
 : nf R R    

 بالعلاقة: 0حيث

   
21

inf ( ) 1.4
2u S

f x f u x u


 
   

 
 

fأنّ الدالة  [4]ولقد بُرهن في   و يرمز لها بـ حدها الأدنى في نقطة وحيدة بلغتfJ x :ّأي أن  , 
21

( ) ( )
2

f ff x f J x x J x  


   

0ومن أجل كل   وكلnx R يعرّف fJ x  بأنّه المؤثر الحال ذو الدليل للدالةf                              :ّوبُرهن أن , 
     

1fJ x I f x 


   
 .nRالمؤثر المطابق في Iحيث 
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أكثر استخداماَ في نظرية الأمثليات  امجعلهيعدّة خواص مهمة ن امتلكييوشيدا والمؤثر الحال  -إنّ دالة مورو
f,  حيثPدور كبير في دراسة المسألة الأصغرية االأمثليات المحدبة, ولهمخاصةً و  

وذلك  fتنظم وتقرّب الدالة   
fتتطابق مع مجموعة الحلول الصغرى لـ الدالة Pلأنّ مجموعة الحلول للمسألة  على المجموعة المفتوحةS. 

  يوشيدا المعمّم  –تقريب موروYosida Approximation)-(Generalized Moreau: 
استبدال الشكل التربيعي في العلاقة تمَ  19)97(في عام      1.4  بمسافة بريغمان من قبل كلًا من

Censor,Zenios  الآتي أخذت الشكل حيث   [8]انظر: 
1

( ) inf ( ) ( , )h h
x S

f u f x D x u


 
  

 
 

0حيث   يوشيدا المعمّمة. -وتدعى دالة تقريب مورو 
fويرمز له  بـــــ  fالمعمّم للدالة المؤثر الحالويعرّف 

hJ  :بالعلاقة 
1

( ) argmin ( ) ( , )f

h h
x S

J u f x D x u


 
  

 
 

مسائل الأمثليات, وحساب بعض في الخوارزميات التكرارية لحل   هاماً  اً م دور هذا التقريب المعمّ  ويلعب 
hfأنّ  فبرهنّ  المعمَموقد درست خواص هذا التقريب التغيرات والنقطة الثابتة للمؤثرات ....الخ.     دالة مستمرة

 [14]انظرفة للعديد من الخواص المهمّة المبينة في المبرهنات ة:بالإضا
  [14]  3.1مبرهنة 

لتكن nf R  ولتكن: nh S R R  دالة بريغمان  حيثS مجموعة جزئية غير خالية من
nR  ّمفتوحة و محدبة, بفرض أنinf f   :ٍعندئذ 

xمن أجل كل  S  0وكل تبلغ الدالة ,   1 ,hu f u D u x    حدها الأدنى في نقطة
 :, أيSوحيدة على

1 1
( ) min ( ) ( , ) ( ) ( , )h h h h h

x S
f y f x D x y f J y D J y y  

 

 
    

 
 

hJحيث .الحل الأصغري الوحيد 
 [14]  4.1مبرهنة 
لتكن  nf R  ّالدالتّين وبفرض أنf وh  0, عندئذٍ لكل6.2.6تحققان شروط المبرهنة    و

yكل S :يكون 

   

( ) ( ) ( ) (

inf inf (

arg min arg min (

h h

h
y S y S

h
S S

f y f y f y i

f y f y ii

f f iii

 





 

 





 

 [14]  5.1مبرهنة 
y, عندئذٍ لكل 6.2.6تحققان شروط المبرهنة  hو fالدالتّين أنّ بفرض  S :يكون 

0

0

sup (

( ) lim ( ) (

h

h

f f i

f y f y ii














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واستخدمت هذه الدالة في مجالات عدة وكان لها الفضل في إيجاد طرق عددية لحل مسألة الأمثليات المحدبة
 : inf ( ) ;P f x x X واستخدمت في خوارزمية النقطة الأقرب المعمّمة( Generalized Proximal Point 

Algorithm)  ]10[ 0 تبدأ من نقطة ابتدائية الموّلدة بمتتاليّة تكراريةx :ُحيث 

1

1
arg min ( ) ( , )n h n

n

x f x D x x




 
  

 
 

)المتتالية و )n n Nx   تتقارب منx   حيث( ) inf ( )f x f x . 
 

 لنتائج والمناقشة:ا
للدالة اً تنظيم  Lions  –Lasryقدّم (6893في عام ) : nf R R    من أجل الدليلين

, 0   :معرفاً بالعلاقة الآتية 

     

   

2 2

2

1 1
sup inf

2 2

1
sup 2.1

2

n
n

n

u Ry R

y R

f x f u y u x y

f y x y







 







 
     

 

 
   

 

 

في العلاقة  supأنَ  [2]البرهان فيوقد تمّ  2.1 حده الأعلى في نقطة وحيدة ويرمز لها بـ  بلغي ,J x  
 ويسمى

,J 
 يوشيدا, حيث:-وهذا التقريب أفضل من تقريب مورو .ثر  الحالبالمؤ  

 hf f f


   
 .Attouch(1993)و  Ovcharova(2010)للمزيد انظر 

بالعلاقة  Lions –Lasry دالة تنظيموفي دراستنا هذه نقوم باستبدال الشكل التربيعي في  2.1  بمسافة
 :الآتيتأحذ الشكل  والتيبريغمان 

         

   

1 1
sup inf , ,

1
sup ( , ) 2.2

n

h h h
u Sy S

h
y R

f x f u D u y D x y

f y D x y







 







 
   

 

 
  

 

 

 الآتية.من خلال المبرهنات  خواص التنظيم المعمّموسندرس بعض 
 في العلاقة sup المبرهنة أنً تبين  2.2 حده الأعلى في نقطة وحيدة ويرمز لها بـ  بلغي ,h hJ x  حيث.

يسمى 
,h hJ 

 بالمؤثر الحال المعمّم , ويعرّف بالشكل: 

   ,

1
arg max ( , )

nh h h
y R

J x f y D x y  


 
  

 
 

 1.1مبرهنة 
لتكن  nf R  ,: nh S R R   ُدالة بريغمان حيثS  مجموعة جزئية غير خالية منnR 

infمحدبة ومفتوحة, وبفرض أنّ  f   0عندئذٍ لكل    وكلx S :يكون 
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     

 , ,

1
max ( , )

1
( , )

nh h
y R

h h h h h

f x f y D x y

f J x D x J x



 

    







 
   

 

 

 

حيث 
,h hJ x 

 الوحيد.الأعلى الحد ا 
 البرهان

 لدينا
1

( ) inf ( ) ( , )h h
y

f x f y D y x


 
   

 
 

  

     
* *

1
inf ( ) ( ) ( ) ( ),

1 1 1
inf ( ) ( ) ( ), ( ), ( )

1 1
sup ( ), ( ) ( ), ( )

1 1
( ) ( )

y

y

y

f y h y h x h x y x

f y h y h x y h x x h x

h x y f h y h x x h x

f h h x h h x



  


 


 

 
         

 

 
           

 

          

     

 

 ومنه:

     
**1 1

( ) ( ) ( )hh h x f x f h h x 
 

     

وحسب خواص مرافق دالة إذا كانت nf R  َفإن * nf R :وبالتالي 

     *1
: ( ) ( ) n

hg x h h x f x R


    

 المعمّم, لدينا Lasry –  Lionsوحسب تعريف تنظيم 

     

 

     

   

* *

*

1
sup ( , )

1
inf ( , )

1 1 1
inf ( ) ( ) ( , )

1 1
inf ( ) ( , )

h h h
x

h h
x

h h
x

h
x

f y f x D y x

f x D y x

f x h h x h h x D y x

g x h h x D y x



 









  

 

 
   

 

 
    

 

 
        

 

 
     

 

 

 لكن حسب خواص مسافة بريغمان لدينا:
*( , ) ( ) ( ( )) ( ),hD y x h y h h x h x y     

 ومنه:

       * *1 1
inf ( ) ( ) ( ( )) ( ),h

x
f y g x h h x h y h h x h x y




 

 
           

 
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1بوضع  1 1

  
  :نحصل على 

       

 

*1 1 1 1 1 1
inf ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

1 1 1
inf ( , ) ( ) ( )

h
x

h
x

f y g x h h x h x y h y h y h y

g x D y x h y h y





  

        

 

    

  
           

  

 
     

 

 
إذا كانت  [5]وحسب ng R  فإنّ الدالة 

1
. ( ,.)hg D y


 ممّا  حدَها الأدنى في نقطة وحيدة. بلغت

 .حدها الأعلى في نقطة وحيدة بلغسبق نجد أن دالة التنظيم ت
 

 1.1مبرهنة 
لتكن  nf R  ,: nh S R R   ُدالة بريغمان حيثS  مجموعة جزئية غير خالية منnR 

infمحدبة ومفتوحة, وبفرض أنّ  f  0 عندئذٍ لكل   وكل x S :يكون 
        (h hf x f x f x i



   
     , , (h h h h hf J x f J x ii



     
 البرهان

(i ينالد 

         
1 1

sup inf , ,h h h
u Sy S

f x f u D u y D x y



 

 
   

 
 

   
1

sup ,h h
y S

f y D x y


 
  

 
 

yبأخذ  x :نحصل على 
     h hf x f x



  
 من ناحية أخرى

         
1 1

sup inf , ,h h h
u Sy S

f x f u D u y D x y



 

 
   

 
 

بأخذ 
u x  نحصل

 على:
بما أنّ و    1يكون 1

0
 
  بأخذ ,x y نحصل على     hf x f x



 . 

(ii لدينا ةالمعمّم دالة التنظيم حسب تعريف: 

         , ,

1 1
sup inf , ,h h h h h h h

u Sx S

f J x f u D u x D J x x


    
 

 
    

 
 

         
1 1

sup , ,h h h
y S

f x f x D x y D x y



 

 
   

 
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       , , , ,

1 1
sup , ,h h h h h h h h h h
y S

f J x D J x x D J x x f J x       
 

 
    

 
 

 :مثال 
f:لتكن الدّالة  R R :المعرّفة بالشكل 

 
; 1

2 ; 1

x x
f x

x x

 
 

 

 

h:ولتكن دالة بريغمان  R R:المعرّفة بالشكل 

 
21

2
h x x 

 :أنّ  وبحساب بسيط نجد

 
 

2

; 1
2

1
1 ;1 1

2

2 ; 1
2

h

x x

x
f x x

x x






 






   

 

      



   


 

 

           ويكون   
 

 
 

   

 

2

2

;
2 2

; 1
2

1
1 ;1 1

2

2 ; 1
2

h

x
x

x x

f x
x

x

x x










 
  

   
 

 
 


  

 
     


 


        

 

    


 

 
 .نوعيةأنّ دالة التنظيم المعمّمة مستمرة و  الآتيةالمبرهنة تبين و 

 3.1مبرهنة 
f,بفرض  h  0عندئذٍ لكل  2.6يحققان شروط المبرهنة    تكون دالة التنظيم المعمّمة hf



 
 ونوعية.Sعلى مستمرة 

 البرهان
لنبرهن أنّ  hf



 .نوعية 
 لدينا 2.2المبرهنة  من     hf x f x



   لكلx S  ّوبما أنf نجد دالة نوعية hf


  دالة
 نوعية.
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لنبرهن أنّ الدالة  hf


 .نصف مستمرة من الأدنى 

         
1 1

sup inf , ,h h h
u Sy S

f x f u D u y D x y



 

 
   

 
 

   
1

sup ,h h
y S

f y D x y


 
  

 
 

hfبما أنً الدالة   مستمرة, وحسب خواص مسافة بريغمان ,.hD x ,الدالةوبالتالي  دالة مستمرة 

     
1

,h hy f y D x y


   

 وبالتالي نصف مستمرة من الأدنى,  مستمرة. أي الدالة

       
1

sup ,h h h
y S

f x f y D x y


 


 
  

 
 

 (.[13]نصف مستمرة من الأدنى )انظر  
لنبرهن أنّ الدالة  hf



 .نصف مستمرة من الأعلى 
xليكن  S 0بـ  اً متعلق  :ويحقق 

           
1

,h h h hf x f x D x x f x
 

     


    

 وبالتالي:

         
1

, 2.3h h hf x f x D x x


   


   

xليكن S لدينا: دالة التنظيم , حسب تعريف 

         
1

, 2.4h h hf x f x D x x


   


  

بالمقارنة بين 2.3 و 2.4  :نحصل على 

           
1 1

, ,h h h hf x f x D x x D x x
 

   
 

    

 ومنه:

             
1

, , 2.5h h h hf x f x D x x D x x
 

   

    
 

 

,النقاط الثلاث التي تتمتع بها مسافة بريغمان, لكل خاصةحسب وب , ns t u R لدينا:, يكون 
 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ), 2.6h h hD u s D t s D u t h t h s u t       

,نضع  ,s x t x u x  في العلاقة 2.3 :فنحصل على 
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ),h h hD x x D x x D x x h x h x x x         

 وبالتالي
 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ), 2.7h h hD x x D x x D x x h x h x x x         
نعوض  2.7  في 2.5:فنحصل على 
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         
1

( , ) ( ) ( ), 2.8h h hf x f x D x x h x h x x x
 

  

          

limسب تعربف دالة بريغمان  ح ( , ) 0h
x x

D x x


 0, بجعل   وأخذlim sup  للطرفين عندما
x x  في العلاقة 2.8 :نحصل على  

       lim sup h h
x x

f x f x
 

 


 

ومنه  hf


  نصف مستمرة من الأعلى. ممّا سبق نجد أنّ الدالة hf


  مستمرة علىS . 
 

 المعمّمةلدالة التنظيم يتطابق مع الحد الأدنى  fلةاأنّ الحد الأدنى للد الآتيةالمبرهنة تبيَن  hf


  على
غرية لـ صوبين الحلول الأ fبيّن العلاقة بين مجموعة الحلول الأصغرية لدالةت كما .Sمجموعة مفتوحة hf



. 
 4.1مبرهنة 
f,بفرض  h  0عندئذٍ لكل  2.6يحققان شروط المبرهنة   وكلx S يكون: 

     

 

inf inf (

(

h
x S x S

h
S S

f x f x i

arg min f arg min f ii









 



 

 البرهان
(i  0لكل 2.6حسب المبرهنة   وكلx S يكون      hf x f x



  ,ومنه : 
       inf inf 2.9h

x S x S
f x f x




 

 
لدينا  2.2من جهة ثانية حسب المبرهنة      h hf x f x



 :ومنه , 
                                                     inf infh h

x S x S
f x f x



 
 

 
 

لكن حسب خواص تقريب مورو يوشيدا المعمّم باستخدام مسافة بريغمان لدينا   inf inf h
x S x S

f x f x
 

  ومنه
 نجد:

       inf inf 2.10h
x S x S

f x f x



 

 
من  2.9  و 2.10 :ّينتج أن 

     inf infh
x S x S

f x f x



 

 
ii(  0لكل 2.2حسب المبرهنة   وكلx S يكون      hf x f x



  ,وبالتالي: 
   2.11h

S S

arg min f arg min f


  

لكل  h
S

x arg min f


  يكون       inf h h
x S

f x f x
 

 


 نحصل على: 2.2, وحسب المبرهنة 

           inf infh h h h
x S x S

f x f x f x f x
 

   
 

   
وحسب خواص تقريب مورو يوشيدا المعمّم لدينا   inf inf h

x S x S
f x f x

 
 :وبالتالي 
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             inf inf infh h h h
x S x S x S

f x f x f x f x f x
 

   
  

    

من هذه المبرهنة لدينا )iلكن حسب الجزئية      inf infh
x S x S

f x f x



 

وبالتالي ,h
S

x arg min f . 

عنصر كيفي من xوبما أنّ  h
S

arg min f


 :نحصل على 

 h h
S S

arg min f arg min f


  

وحسب خواص مورو يوشيدا المعمّم لدينا
h

S S

arg min f arg min f :وبالتالي , 

   2.12h
S S

arg min f arg min f


  

من  2.11  و 2.12 :ّينتج أن 
 h

S S

arg min f arg min f


  

 5.1مبرهنة 
f,بفرض  h  0عندئذٍ لكل  2.6يحققان شروط المبرهنة   وكلx S يكون: 

   

     

     

, 0,0

0

lim (

sup (

h

h

f x f x i

f x f x ii

 




 




 





 





 

 البرهان
(i  0لكل 2.6حسب المبرهنة   وكلx S يكون      hf x f x



  ,ومنه: 

   

       
, 0,0

lim 2.11hf x f x
 




 





 

0من أجل  2.6من جهة أخرى لدينا حسب المبرهنة     ّأن     h hf x f x


 :ومنه , 

   

     
0, 0,0

lim limh hf x f x
 



 
 





 

وحسب خواص تقريب مورو يوشيدا المعمّم لدينا    
0

lim hf x f x


:وبالتالي , 

   

       
, 0,0

lim 2.12hf x f x
 




 





 

من  2.11  و 2.12 :ّينتج أن 

   

     
, 0,0

lim hf x f x
 




 





 

(ii  0لكل 2.6حسب المبرهنة   وكلx S يكون      hf x f x


  ,ومنه: 
       

0

sup 2.13hf x f x



  

 

0من أجل  2.6من جهة أخرى لدينا حسب المبرهنة     ّأن     h hf x f x


 :ومنه , 
     

0 0

sup suph hf x f x


 
    

 
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وحسب خواص تقريب مورو يوشيدا المعمّم لدينا    
0

sup hf x f x


:وبالتالي , 

       
0

sup 2.14hf x f x



  

 

من  2.13  و 2.14 :ّينتج أن 
     

0

sup hf x f x



  

 

 
 :والتوصيات الاستنتاجات

وتوصلنا إلى بعض النتائج  بريغمانباستخدام مسافة  Lasry –  Lions المعمّمة دالة تنظيمدرسنا خواص 
الهامة, ومن بينها أنّ دالة التنظيم مستمرة, كما أثبتنا

   

     
, 0,0

lim hf x f x
 




 





   ونظراَ لأهمية الدالة

 hf


 .نوصي بتعميم النتائج التي توصلنا إليها في فضاءات غير منتهية البعد 
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