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 ملخّص   
 
فولتيرا معادلات  لحل  عددية  خوارزمية  البحث  هذه  في  التكاملية-نقدم  كثيرات -فريدهولم  باستخدام  الخطية  التفاضلية 

لى جملة معادلات تفاضلية إ فردهولم  -حدود شرائحية من الدرجة التاسعة مع ست نقاط تجميع. يتم تحويل معادلة فولتيرا
المرتبة   من  كث  الأولىخطية  بتطبيق  نحلها  تم  والتي  عليها.  ومشتقاتها  الشرائحية  الحدود  التقنية إيرات  تقارب  ثبات 

المقترحة عندما تم تطبيقها على المسألة المذكورة. ولاختبار فعالية الطريقة ودقتها تم حل مسألتي اختبار حيث أظهرت  
 قريبات الشرائحية.مقارنات نتائجنا مع نتائج أخرى مأخوذة من مراجع حديثة إلى الدقة العالية التي قدمتها الت
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 ABSTRACT  

 
In this paper, we present a numerical algorithm for solving linear integro differential 

Volterra-Friedholm equations by using spline polynomials of degree ninth with six 

collocation points. The Fredholm-Volterra equation is converted into a system of first-

order linear differential equations, which is solved by applying polynomials and their 

derivatives with collocation points. The convergence of the proposed method is 

demonstrated when it is applied to above problem. To test the effectiveness and accuracy 

of this method, two test problems were resolved where comparisons could be used with 

other results taken from recent references to the high resolution provided by spline 

approximations. 
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 : قدمةم
التكامية المعادلات  التطبيقية    كبيرا    دورا  التفاضلية  -تلعب  والرياضيات  والهندسية  والكيميائية  الفيزيائية  العلوم  شتى  في 

تمثل المعادلات التكاملية التفاضلية نماذج رياضية لكثير من الظواهر    إذ  ,والجيولوجيا وعمليات التمويل  الأحياءوعلوم  
أهمية في هذا المجال    را ومعادلات فريدهولموالنمو السكاني. كما وأن لمعادلات فولتي   الطبيعية وعمليات انتشار الاوبئة 

نماذج كثيرة كخليط من معادلات فولتيرا وفريدهولم في نموذج واحد    حديثا  بالغة في كثير من التطبيقات الهامة، وتظهر  
فولتيرا لتطوير -يدعى معادلة  الباحثون  لذلك يلجأ  التقليدية  بالطرق  نماذج رياضية معقدة يصعب حلها  فريدهولم وهي 

 عددية لإيجاد الحل التقريبي لها. رائق وخوارزمياتط
فولتيرا لمعادلات  عددية  حلول  لإيجاد  عديدة  دراسات  التكاملية-قدمت  ن-فريدهولم  منهالتفاضلية،    Muna  قدم   :اذكر 

-فريدهولم التكاملية-فولتيرا عددية تعتمد على كثيرات حدود لاغرانج لحل معادلات  طريقة [1] 2014عام  Adhra’aو
الثاني.   النوع  الخطية من  تعتمد على   [2] 2012عام  آخرون  و   Maleknejad  استخدمكما  التفاضلية  طريقة عددية 

 ولذلكلايجاد حل تقريبي لمعادلات فولتيرا فريدهولم الخطية من مراتب عليا.  برنشتاينمصفوفة تحويلات وكثيرات حدود  
-التكاملية  فريدهولم-تعتمد على كثيرات حدود تايلور لحل معادلات فولتيرا   طريقة  [3] 200عام    Yalc ßinbas  قدم

طريقة عددية    [4]  2018عام    Rohaninasabو  Maleknejad  استخدم كل من الخطية من مراتب عليا.  التفاضلية
على   تعتمد  لحتجميعية  ليجندر  تجميع  ونقاط  حدود لاغرانج  فولتيراكثيرات  التكامليةفري-ل معادلات  التفاضلية  -دهولم 

 block pulseطريقة    [5]  2020  خرون عامآو  Roohollahiالخطية من مراتب عليا بشروط حدية مختلطة. قدم  
التفاضلية المختلطة ذات المشتق الكسري حيث تم نشر دالة الحل باستخدام  -فريدهولم التكاملية-لحل معادلات فولتيرا

 Hamoud ألة الى جملة معادلات جبرية بحلها نحصل على الحل التقريبي. درسفتتحول المس  block pulse  دوال ال 

التفاضلية الخطية  -فريدهولم التكاملية-التكرار المتغيرة المعدلة لحل معادلات فولتيراطريقة    [6] 2018   عاموآخرون  
باستخدام كثيرات حدود تشيبتشيف لحل معادلات    [7]  2017عام   وآخرون  Deepmala  قاموقد ذات المشتق الكسري.  

بايجاد حل    [8] 2016عام    خرونآو  Shahooth  التفاضلية الخطية من المرتبة الاولى. قدم-فريدهولم التكاملية-فولتيرا
فولتيرا لمعادلات  التكاملية-تقريبي  حدود  -فريدهولم  كثيرات  باستخدام  الثاني  النوع  من  الخطية  . برنشتاينالتفاضلية 

فولتيرا  طريقة  [9] 2020عام   وآخرون  Hamoud  استخدم معادلات  لحل  الهموتوبي  التكاملية-تحليل  -فريدهولم 
الخطية من المرتبة   التفاضلية -فريدهولم التكاملية-معادلات فولتيرا  [10] 2009عام  Omran المختلطة. حل    التفاضلية

 SimbawaوMaturiالمنحرفات التكرارية وطريقة سيمسون التكرارية. طرح    أشباهالاولى والنوع الثاني باستخدام طريقة  
التفاضلية المختلطة باستخدام برنامج  -فريدهولم التكاملية-التحليل المعدلة لحل معادلات فولتيرا  طريقة  [11] 2020 عام

 . (MAPLEالحساب الرياضي )
  سنقدم في هذا البحث خوارزمية عددية لحل النموذج الآتي:

1 1 2 2u'( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

u( ) , u( )

x b

a a

x p x u x f x K x t u t dt K x t u t dt

a b

 

 

= + + +

= =

   (1) 

aحيث  x b    وa t b   و[ , ]f C a b  معلومة 1و   دالة  2,   فيزيائية،  اله  انابتث وتدعى   دلالات 
2  تانالدال 1( , ), ( , )K x t K x t  التكاملية  تينوا الترتيب،  المعادلة  على  وفردهولم  معلومتان    لفولتيرا    تكونا وقد  وهما 

]و تين،أو غير مستمر  تينمستمر  , ]u C a b  .دالة مجهولة يطلب تعيينها 



   Sciences Series   .Tishreen University Journal. Bas 2020( 5) العدد( 42) العلوم الأساسية المجلد.  مجلة جامعة تشرين

 
journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057, Online ISSN: 2663-4252 

88 

 وأهدافه:   أهمية البحث
التفاضلية  -فريدهولم التكاملية-خوارزمية عددية فعالة لإيجاد الحل العددي لمعادلات فولتيرا  البحث الى تقديمهدف هذا  ي

الخطية من المرتبة الاولى. ثم دراسة تقارب الطريقة المقترحة وذلك بتطبيق كثيرات الحدود الشرائحية مع نقاط التجميع 
 .  [1,10] لفعالية ودقة الطريقة بحل بعض المسائل مأخوذة من مراجع حديثةوإجراء اختبار  على المسألة المذكورة.

 
 طرائق البحث ومواده:

والجبر  ،  نظرية المعادلات  فيو   التحليل العددي،  وبشكل خاص  التطبيقيةيندرج هذا البحث تحت اختصاص الرياضيات  
لذلك فإن التقنيات الرياضية المستخدمة هنا، تعتمد بشكل أساسي على  الخطي والخوارزميات العددية وعلوم الحاسب و 

العددية التفاضلية  ل  التقنيات  المعادلات  التكامليةحل  البرمجة-والمعادلات  بلغة  الحسابات  وإجراء  عالية    التفاضلية 
 . 11الاصدار  Mathematica المستوى 

 
 النتائج والمناقشة: 

 ا بالشكل: مإعادة كتابتهعندئذ يمكن  للفصل, تينقابل  (1)  ةالمسـألتي بفرض أن نوا
u'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]x f x u x x x x a b = + + +   (3) 

)علما ان  )x  نواة فولتيرا وا( )x  نواة فريدهولم 
 

 : [13]نفرق نواة فولتيرا كالآتي 

1 1

1

( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

x xv

i i

ia a

x K x t u t dt x t u t dt   
=

 
= =  

 
  

]من أجل , ]x a b . 
 

 :[13] ونفرق نواة فريدهولم كالآتي

2 2

1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

b bm

i i

ia a

x K x t u t dt x t u t dt   
=

= =  

]من أجل   , ]x a b. 
 

 وعندئذ يمكن كتابة نواة فريدهولم كالآتي: 

2 2

1

( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b x bm

i i i

ia a x

x K x t u t dt x t u t dt t u t dt    
=

 
= = + 

 
   
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 : [13] التفاضلية الآتيةمنظومة المعادلات إلى  بعد التفريق (3) العلاقةتؤول 
'

1 1

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )( ( ) (x))

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) ( )

' ( ) (x);

( ) ( ) ( )

v m

i i i i i

i i

m m

m m

v v

x

i i

a

i

u x f x u x x x x x

x u x

x u x

x u x

x u x

x u x

x u x

x u x

x u x

x u

x t u t dt

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



= =

= + + + +

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

 



M

M

M

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b

i

x

x

i i

a

x t u t dt

x t u t dt



 

=

=





(6) 

 :  تم الحصول على للاشتقاق Leibnitzقاعدة وباستخدام حيث 
' ' '( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )i i i i i ix x u x x x u x x x u x     = = =. 

 صياغة التقريبات الشرائحية:
حيث استخدموا كثيرات    [13]وآخرون في    Daherنقدم في هذه الفقرة تطويرا للتقريبات الشرائحية التي طورها الباحث  

تجميع. نقاط  أربع  مع  السابعة  الدرجة  من  ذلك  حدود  سبيل  منتظمةنستخدم    في  ]للمجال    تجزئة  , ]a b  بالشكل 
bxxxa n == حيث    10...  ،hiaxi +=  ،ni nabhو   ،=1,0,..., /)( طول   =−

 فهم كالآتي: نقاط تجميع نعر   ستستخدم كما نالخطوة. 
1,...,6k j

jk zx x z h, j+ = + =  (7) 

]1في كل مجال جزئي   , ], 0,1, , 1k k kI x x k n+= =  −، 
 :[13] يدها كالآتيتحدالتي يتم تجميع الوسطاء  نقاط التجميع أعلاه مع وترتبط

1 2 3 4 5 60 1z z z z z z      =  (8) 
 كالآتي: , kI في كل مجال جزئي التاسعةشرائحية من الدرجة  حدود  راتكثيننشئ 
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(9) 

3 9
( )

, ,[6( 1) ] 1

0 4

( ) ( )
( ) , [ , ],

( 1)! !

0,1,..., 1, 4,5,...,9; 1,2,..., 2 1

i j
ik k

l k k k l j k k

i j

x x x x
S x S C x x x

i j

k N j l m v

− + +

= =

− −
= + 

−

= − = = + +

  

)  حيث ) ( ) ( )

0 0( ) , ( 0,1,2,3)i i iS a S u i= = i)(و   البدءمن شروط  تحسب  قيم ابتدائية معلومة    =

kS هي قيمة تقريبية
و ،kxلكثيرة الحدود الشرائحية عند   iللمشتق من الدرجة  

, 3k jC −
تعيينها. يجبمجاهيل  

 
,xSk 0,1)(شريحة   nفإن التجزئة تحدد  ،وبشكل عام , 1,k n= −K ،كثيرة حدود شرائحية ىسمت. 

 : ةالآتي ةنحصل على الحدودي xبالنسبة لـ   (9) ةوباشتقاق العلاق
1 13 9

( )

, ,[6( 1) ] 1

1 4

( ) ( )
' ( ) , [ , ],

( 1)! !

0,1,..., 1, 1,2,...6; 1,2,..., 2 1

i j
ik k

l k k k l j k k

i j

x x x x
S x S C x x x

i j

k N j l m v

− −

− + +

= =

− −
= + 

−

= − = = + +

   (10) 

  نحصل على منظومة المعادلات: ( 6المسألة )  على (7)مع نقاط التجميع  (9)-(10) يحتينبتطبيق الشر 
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1( ) , 1, 2,...,6; 0,1,..., 1
jk zx j k n+











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


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



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


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



(11) 

)1حيث:  )S x الحل   لدالة   شرائحي   تقريب( )u x  و( )iS x   للدوال شرائحية  تقريبات 
( ), ( ), ( ), 2,3,..., 2 1x x x i m v   = + تعطى  + الشرائحية   التقريباتوباستخدام    .(9)بالحدوديات    التي 

 : الآتي ( الشكل11( تأخذ المنظومة )7مع نقاط التجميع ) (10)-(9ومشتقاتها )

k kTC F=  , 0,1, , 1,k n= −K  (12) 

2m)6  من القياس Tحيث أن المصفوفة  1) 6(2m 1)v v+ +  +  :الآتي مبسطيمكن كتابتها بالشكل ال +
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



+ 
 
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L
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,6(2 1)

k

k

k

k m v

C

C
C

C + +

 
 
 =
 
 
  

M
 

(13) 
6 مصفوفات صفرية من القياس  Οو  6 و,A B تانالمصفوف ماه : 

3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8
1 1 1 1 1 1

6 24 120 720 5040 40320

3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8
2 2 2 2 2 2

6 24 120 720 5040 40320

3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8
3 3 3 3 3 3

6 24 120 720 5040 40320

3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8
4 4 4 4 4 4

6 24 120 720 5040 40320

3 3
5

6

h z h z h z h z h z h z

h z h z h z h z h z h z

h z h z h z h z h z h z

A

h z h z h z h z h z h z

h z

= ,

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8
5 5 5 5 5

24 120 720 5040 40320

1 1 1 1 1 1
6 24 120 720 5040 40320

h z h z h z h z h z

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (14) 
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4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
1 1 1 1 1 1

24 120 720 5040 40320 362880

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
2 2 2 2 2 2

24 120 720 5040 40320 362880

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
3 3 3 3 3 3

24 120 720 5040 40320 362880

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8
4 4 4 4 4

24 120 720 5040 40

h z h z h z h z h z h z

h z h z h z h z h z h z

h z h z h z h z h z h z

B

h z h z h z h z h z

=

9 9
4

320 362880

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
5 5 5 5 5 5

24 120 720 5040 40320 362880

11 1 1 1 1
24 120 720 5040 40320 362880

h z

h z h z h z h z h z h z

 
 
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 
 
 
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 
 
 
 
 

 

 واضافة الى ذلك: 
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 
 
 
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 
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 
 
 
 
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   وأن:
3

( )

,

1

( )
; 1,2,..., 2 1

( 1)!

i
ik

l l k

i

x x
S S l m v

i=

−
= = + +

−
   

'

2 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 2 1

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )

m m m m

m v m v

SS S S x S S x x S S

x S x S
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 
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= − − + +

− −

L
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بحساب المجاهيل
kC ( نحصل على الحل التقريبي 10وتعويضها في الشرائح ) 
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(15) 
3 9

( )

1 1 , j 3 1

0 4

( ) ( )
( ) , [ , ]

( 1)! !

i j
i

k k k k k

i j

h h
S x S C x x x

i j
+ − +

= =

= + 
−

  

 تحليل التقارب: 
 لإجراء تحليل التقارب للطريقة الشرائحية, نحتاج لبرهان المبرهنتين الآتيتين: 

 [12] :1مبرهنة 
 بفرض أن ( )f x  دالة معرفة على المجال   ,a b   وأن( ),K x t   دالة ملساء بشكل كافٍ معرفة ومستمرة على المجال

   , ,a b a b   10وأن( ) [ , ]u x C a b  ( 1الحل الدقيق للمسألة )  و
1( )S x   نرمز لتقريب شرائحي للحل الدقيق، و

9ب ـ ( )T x  للدالة 10لمنشور تايلور من الدرجة( )u x   حولkx 1وke  الخطأ المقتطع المحلي عندئذ:  +

1 1

(10)

1

( )
( ) ( ) ,

10!k kk k

u
e u x S x p M W L


+ ++ 
 −  +  +  (16) 

 حيث: 
3

( )
( 3)!

ih
M Max

i

+

=
+

 , 10P h=  , 1k kh x x+= −  , 
0

,
k

j

j

L e
=

=   

(4) (4) (9)

0 1 0 2 0 6{ ( ) , ( ) ,..., ( ) }W Max u x C u x C u x C

= − − − , 

1[ , ]k kx x x +  and 

 1,2, 6i =   

 لدينا  :البرهان

1 1 1 11 1 9 9( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k kk k k k ke u x S x T x S x u x T x
+ + + ++ + 

 
= −  − + −  (17)   

 حيث: 
9

( )

9 1

0

( ) ( )
!

i
i

k k

i

h
T x u x

i
+

=

=  

 ومن جهة أخرى لدينا:
(10)

10

1 9 1 1

( )
( ) ( ) ; [ , ]

10!
k k k k

u
u x T x h x x


+ + +− =   

'' 2 '' 2
' '

9 1 1

''' 3 ''' 3 (4) 4 4 (5) 5 5

1 2

(6) 6 6 (8) 8 8(7) 7 7

3 54

(9) 9 9

6

( )( )
( ) ( ) || ( ) ( )( )

2!

( ) ( ) ( )

3! 4! 5!

( ) ( )( )

6! 7! 8!

( )
|

!
 | ,

9
 

k k
k k k k k k

k k k k

k kk

k

u x h s h
T x S x u x s u x h s x

u x h s h u x h C h u x h C h

u x h C h u x h C hu x h C h

u C
k

x h h

+ + 



−
− = − + − +

− − −
+ + + +

− −−
+ + +

−
 0,1, 1n=  −

 لدينا:

' ' '' 2 '' 2 ''' 3 3 ''' 3( ) , ( ) , ( ) , ( )k k k k k k k ku x s u x h s h u x h s h u x h s h     

 وبالتالي:
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 الخطأ عند القيمة الابتدائية:

0 0.e =  

 عند الخطوة الاولى: الخطأويكون 
(10) (10)

10

1 2

( ) ( )
.

10! 10!

u u
e h M W P M W

 
 

 +   +   

 عند الخطوة الثانية: والخطأ 
(10)

2 1
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.

10!

u
e P M W e




 +  +  

1kفيكون الخطأ عند الخطوة +  : 
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0
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u u
e P M W e P M W L
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+  

=

 +  +  +  +  
 

 وبذلك يكتمل البرهان. 
 

 [12] :2مبرهنة 

) ليكن )kS x و  (15) الحل التقريبي المعطى بالعلاقة( )u x (1الحل الدقيق للمسألة  ) : 
 إذا كان: 

'( ) ' 1

( ) 1

k

k

u s S

u s S  




−


− + +
 

 عندئذ تكون الطريقة متقاربة، حيث

1 1

0

( , )

x

K x t dt =  2 2

0

, ( , )

x

K x t dt =   

: البرهان  

   ( نحصل على:1)لمسألة ( والحل الدقيق في ا15باستخدام الحل التقريبي )

 عندئذ:

'

1 1

2 2

'( ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ,

x

k k k

o
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u x S u x S K x t u t S dt
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
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− = − + −
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1 1
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( , ) ( )

x

k k k

a

b

k

a
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
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  

 
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

  

1 1 2 2

'( ) ' 1 1

( ) 1
1 ( , ) ( , )

k

x b

k
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u x S

u x S
K x t dt K x t dt

 
 





 

−
 

− + +
+ + 

 

 وبذلك يكتمل البرهان.

 : 1نتيجة

 الطريقة المقترحة من المرتبة الرابعة على الأقل.   الخطأ في  أن 1نجد من المبرهنة
 Algorithm of Spline Method :الشرائحية خوارزمية الطريقة •

الحل المدخلات مجال   : ,a b    ,الخطية التفاضلية  المعادلات  الابتدائيةجملة  والقيم 

( ) ( ) ( )

0 0( ) , ( 0,1,2,3)i i iS a S y i= = =,N  ،)التجزئة لمجال الحل(k=0 

 عدد المعادلات الناتجة عن عملية التفريق. lنحدد 

 نحدد وسطاء التجميع: 

1 2 3 4 5 60.55;  0.75;  0.81;  0.91 ;  0.98;  1Z Z Z Z Z Z= = = = = =
 

)نحسب  :(1)الخطوة ) / )(h b a N= − 
 القابلتين للفصل:   فولتيرا وفريد هولم : نفرق نواتي(2)الخطوة

1 1

1

( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

x xv

i i

ia a

x K x t u t dt x t u t dt   
=

 
= =  

 
 

 

2 2

1

( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b x bm

i i i

ia a x

x K x t u t dt x t u t dt t u t dt    
=

 
= = + 

 
    

التفاضلية  (3)الخطوة المعادلات  جملة  بحل  الشرائح    (6):  تطبيق  ي  (10)-(9)بعد  جملة    إلى  الحل  ؤولعليها  حساب 

k المعادلات الخطية الآتية: kTC F=,    

نحسب قيمة الحل الشرائحي عند  :(4)الخطوة
1kx +: 

3 9
( )

1 1 1

0 4

( ) ( )
(x ) , [ , ]

( 1)! !

i j
i

k k k k k

i j

h h
S S C x x x

i j
+ +

= =

= + 
−

   

kنختبر الشرط  (:5)الخطوة N. 1اذا لم تكن محققة نضعk k=  (. 3من الخطوة ) ً  ونعود للتكرار بدءا +

1  الحل الشرائحي متتالية: نطبع  ( 6)الخطوة 2,  ,...,  NS S S
. 

 : النهاية.7))الخطوة

 .(1مطبق لحل المثال)  Mathematicaة البرمجة غنقدم برنامج بل •
Clear[y,y1,y2,y3,f,t,x,a,ja,b,r,e,i,c,l,z,sx1,sx2,sx3,sp1]; 

y1[t_]=Cos[t]; y2[t_]=-1+Cos[t]+t Sin[t]; 

y3[t_]=Sin[t]; y4[t_]=Sin[1]-Sin[t]; y5[t_]=Cos[1]-Cos[t]+Sin[1]-t 

Sin[t];l=100;n=l;h=(1.)/(l);a=0.55;b=0.75;e=0.81;d=0.91;dd=0.98;z[1]=a;z[2]=b;z[3]=e;z[

4]=d;z[5]=dd;z[6]=1;s10=y1[0];s11=y1'[0];s12=y1''[0];s13=y1'''[0];s20=y2[0];s21=y2'[0];
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s22=y2''[0];s23=y2'''[0];s30=y3[0];s31=y3'[0];s32=y3''[0];s33=y3'''[0];s40=y4[0];s41=y4'[

0;s42=y4''[0];s43=y4'''[0];s50=y5[0];s51=y5'[0];s52=y5''[0];s53=y5'''[0];For [r=1, r<=l 

,For [i=1, i<=6 ,i++,    x=z[i]*h;t=x+h*(r-1);  f[i]=-(s11+x*s12+x^2*s13/2)-(t^2-t)( s20+(x 

s21)/1+(x2* s22)/2+(x3 *s23)/6)-t^2( s30+(x1* s31)/1+(x2*s32)/2+(x3 *s33)/6)-t^2( 

s40+(x1* s41)/1+(x2*s42)/2+(x3 *s43)/6)+t( s50+(x1* s51)/1+(x2*s52)/2+(x3 *s53)/6)+t2 

Cos[t]+t (1-Cos[1]+t (-1+Sin[1])-Sin[1])+(-1+t3) Sin[t]; 

f[i+6]=-(s21+x*s22+x*x*s23/2)+t( s10+(x1*s11)/1+(x2* s12)/2+(x3 *s13)/6); 

f[i+12]=-(s31+x*s32+x*x*s33/2)+( s10+(x1*s11)/1+(x2* s12)/2+(x3 *s13)/6); 

f[i+18]=-(s41+x*s42+x*x*s43/2)-( s10+(x1*s11)/1+(x2* s12)/2+(x3 *s13)/6); 

f[i+24]=-(s51+x*s52+x*x*s53/2)-t( s10+(x1*s11)/1+(x2* s12)/2+(x3 *s13)/6); 

ja[i,1]=x^3/6; ja[i,2]=x^4/4!; ja[i,3]=x^5/5!;ja[i,4]=x^6/6!;ja[i,5]=x^7/7!; 

ja[i,6]=x^8/8!;ja[i,7]=(t^2-t) x^4/4!;ja[i,8]=(t^2-t) x^5/5!;ja[i,9]=(t^2-t) 

x^6/6!;ja[i,10]=(t^2-t) x^7/7!; ja[i,11]=(t^2-t) x^8/8!; ja[i,12]=(t^2-t) x^9/9!; ja[i,13]=t^2 

x^4/4!; ja[i,14]=t^2 x^5/5!;ja[i,15]=t^2 x^6/6!;ja[i,16]=t^2 x^7/7!; ja[i,17]=t^2 x^8/8!; 

ja[i,18]=t^2 x^9/9!;ja[i,19]=t^2 x^4/4!;ja[i,20]=t^2 x^5/5!;ja[i,21]=t^2 x^6/6!;ja[i,22]=t^2 

x^7/7! ja[i,23]=t^2 x^8/8!;ja[i,24]=t^2 x^9/9!;ja[i,25]=-t x^4/4!;ja[i,26]=-t 

x^5/5!;ja[i,27]=-t x^6/6!;ja[i,28]=-t x^7/7!;ja[i,29]=-t x^8/8!;ja[i,30]=-t x^9/9!;ja[i+6,1]=-t 

x^4/4!;ja[i+6,2]=-t x^5/5!;ja[i+6,3]=-t x^6/6!;ja[i+6,4]=-t x^7/7!; ja[i+6,5]=-t x^8/8!; 

ja[i+6,6]=-t x^9/9!; ja[i+6,7]=+x^3/6; ja[i+6,8]=+x^4/4!; ja[i+6,9]=+x^5/5!; 

ja[i+6,10]=+x^6/6!; ja[i+6,11]=+x^7/7!; ja[i+6,12]=+x^8/8!; ja[i+6,13]=0; ja[i+6,14]=0; 

ja[i+6,15]=0; ja[i+6,16]=0; 

ja[i+6,17]=0;ja[i+6,18]=0;ja[i+6,19]=0;ja[i+6,20]=0;ja[i+6,21]=0;ja[i+6,22]=0ja[i+6,23]=

0;ja[i+6,24]=0;ja[i+6,25]=0;ja[i+6,26]=0; ja[i+6,27]=0;ja[i+6,28]=0;ja[i+6,29]=0; 

ja[i+6,30]=0;ja[i+12,1]=-x^4/4!; ja[i+12,2]=-x^5/5!;ja[i+12,3]=-x^6/6!;ja[i+12,4]=-

x^7/7!;ja[i+12,5]=-x^8/8!;ja[i+12,6]=-

x^9/9!;ja[i+12,7]=0;ja[i+12,8]=0;ja[i+12,9]=0;ja[i+12,10]=0;ja[i+12,11]=0;ja[i+12,12]=0;j

a[i+12,13]=x^3/6;ja[i+12,14]=x^4/4!;ja[i+12,15]=x^5/5!;ja[i+12,16]=x^6/6!;ja[i+12,17]=x

^7/7!; 

ja[i+12,18]=x^8/8!;ja[i+12,19]=0;ja[i+12,20]=0;ja[i+12,21]=0;ja[i+12,22]=0;ja[i+12,23]=

0;ja[i+12,24]=0;ja[i+12,25]=0;ja[i+12,26]=0;ja[i+12,27]=0;ja[i+12,28]=0;ja[i+12,29]=0;ja

[i+12,30]=0;ja[i+18,1]=x^4/4!;ja[i+18,2]=x^5/5!;ja[i+18,3]=x^6/6!;ja[i+18,4]=x^7/7!;ja[i

+18,5]=x^8/8!;ja[i+18,6]=x^9/9!;ja[i+18,7]=0;ja[i+18,8]=0;ja[i+18,9]=0;ja[i+18,10]=0; 

ja[i+18,11]=0;ja[i+18,12]=0;ja[i+18,13]=0;ja[i+18,14]=0;ja[i+18,15]=0;ja[i+18,16]=0;ja[i

+18,17]=0;ja[i+18,18]=0;ja[i+18,19]=x^3/6;ja[i+18,20]=x^4/4!;ja[i+18,21]=x^5/5!;ja[i+18

,22]=x^6/6!;ja[i+18,23]=x^7/7!;ja[i+18,24]=x^8/8!;ja[i+18,25]=0;ja[i+18,26]=0;ja[i+18,2

7]=0;ja[i+18,28]=0;ja[i+18,29]=0;ja[i+18,30]=0;ja[i+24,1]=t x^4/4!;ja[i+24,2]=t 

x^5/5!;ja[i+24,3]= t x^6/6!;ja[i+24,4]=t x^7/7!;ja[i+24,5]=t x^8/8!;ja[i+24,6]=t 

x^9/9!;ja[i+24,7]=0;ja[i+24,8]=0;ja[i+24,9]=0;ja[i+24,10]=0;ja[i+24,11]=0;ja[i+24,12]=0;j

a[i+24,13]=0ja[i+24,14]=0;ja[i+24,15]=0;ja[i+24,16]=0;ja[i+24,17]=0;ja[i+24,18]=0;ja[i+

24,19]=0;ja[i+24,20]=0;ja[i+24,21]=0;ja[i+24,22]=0;ja[i+24,23]=0;ja[i+24,24]=0;ja[i+24,

25]= x^3/6;ja[i+24,26]= x^4/4!;ja[i+24,27]=x^5/5!;ja[i+24,28]=x^6/6!;ja[i+24,29]= 

x^7/7!;ja[i+24,30]=x^8/8!       ]; 

 Off[LinearSolve::luc]; c=LinearSolve[Table[ja[i,j],{i,30},{j,30}], 

{f[1],f[2],f[3],f[4],f[5],f[6],f[7],f[8],f[9],f[10],f[11],f[12],f[13],f[14],f[15],f[16],f[17],f[18],

f[19],f[20],f[21],f[22],f[23],f[24],f[25],f[26],f[27],f[28],f[29],f[30]}];x=z[6]*h;sx1[r]=s10

+x*s11+x*x*s12/2+x^3*s13/6+x^4*c[[1]]/24+x^5*c[[2]]/120+x^6*c[[3]]/720+x^7*c[[4]]

/5040+x^8*c[[5]]/40320+x^9*c[[6]]/9!; 
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sx2[r]=s20+x*s21+x*x*s22/2+x^3*s23/6+x^4*c[[7]]/24+x^5*c[[8]]/120+x^6*c[[9]]/720+

x^7*c[[10]]/5040+x^8*c[[11]]/40320+x^9*c[[12]]/9!;sx3[r]=s30+x*s31+x*x*s32/2+x^3*

s33/6+x^4*c[[13]]/24+x^5*c[[14]]/120+ 

x^6*c[[15]]/720+x^7*c[[16]]/5040+x^8*c[[17]]/40320+x^9*c[[18]]/9!;sx4[r]=s40+x*s41

+x*x*s42/2+x^3*s43/6+x^4*c[[19]]/24+x^5*c[[20]]/120+ 

x^6*c[[21]]/720+x^7*c[[22]]/5040+x^8*c[[23]]/40320+x^9*c[[24]]/9!;sx5[r]=s50+x*s51

+x*x*s52/2+x^3*s53/6+x^4*c[[25]]/24+x^5*c[[26]]/120+ 

x^6*c[[27]]/720+x^7*c[[28]]/5040+x^8*c[[29]]/40320+x^9*c[[30]]/9!; 

 jj[r]=sx1[r];t=h+h*(r-1);s10=sx1[r]; 

s11=s11+x*s12+x^2*s13/2+x^3*c[[1]]/6+x^4*c[[2]]/24+x^5*c[[3]]/120+x^6*c[[4]]/720+

x^7*c[[5]]/5040+x^8*c[[6]]/8!; 

s12=s12+x*s13+x^2*c[[1]]/2+x^3*c[[2]]/6+x^4*c[[3]]/24+x^5*c[[4]]/120+x^6*c[[5]]/72

0+x^7*c[[6]]/5040;s13=s13+x*c[[1]]+x^2*c[[2]]/2+x^3*c[[3]]/6+x^4*c[[4]]/24+x^5*c[[5

]]/120+x^6*c[[6]]/720;spy[r]=sx1[r];s20=sx2[r];s21=s21+x*s22+x^2*s23/2+x^3*c[[7]]/6

+x^4*c[[8]]/24+x^5*c[[9]]/120+x^6*c[[10]]/720+x^7*c[[11]]/5040+x^8*c[[12]]/8!;s22=s

22+x*s23+x^2*c[[7]]/2+x^3*c[[8]]/6+x^4*c[[9]]/24+x^5*c[[10]]/120+x^6*c[[11]]/720+x

^7*c[[12]]/5040;s23=s23+x*c[[7]]+x^2*c[[8]]/2+x^3*c[[9]]/6+x^4*c[[10]]/24+x^5*c[[11

]]/120+x^6*c[[12]]/720;s30=sx3[r];s31=s31+x*s32+x^2*s33/2+x^3*c[[13]]/6+x^4*c[[14]

]/24+x^5*c[[15]]/120+x^6*c[[16]]/720+x^7*c[[17]]/5040+x^8*c[[18]]/8!;s32=s32+x*s33

+x^2*c[[13]]/2+x^3*c[[14]]/6+x^4*c[[15]]/24+x^5*c[[16]]/120+x^6*c[[17]]/720+x^7*c[[

18]]/5040;s33=s33+x*c[[13]]+x^2*c[[14]]/2+x^3*c[[15]]/6+x^4*c[[16]]/24+x^5*c[[17]]/

120+x^6*c[[18]]/720;s40=sx4[r];s41=s41+x*s42+x^2*s43/2+x^3*c[[19]]/6+x^4*c[[20]]/

24+x^5*c[[21]]/120+x^6*c[[22]]/720+x^7*c[[23]]/5040+x^8*c[[24]]/8!;s42=s42+x*s43+

x^2*c[[19]]/2+x^3*c[[20]]/6+x^4*c[[21]]/24+x^5*c[[22]]/120+x^6*c[[23]]/720+x^7*c[[2

4]]/5040; 

s43=s43+x*c[[19]]+x^2*c[[20]]/2+x^3*c[[21]]/6+x^4*c[[22]]/24+x^5*c[[23]]/120+x^6*c

[[24]]/720;50=sx5[r]; 

s51=s51+x*s52+x^2*s53/2+x^3*c[[25]]/6+x^4*c[[26]]/24+x^5*c[[27]]/120+x^6*c[[28]]/

720+x^7*c[[29]]/5040+x^8*c[[30]]/8!; 

s52=s52+x*s53+x^2*c[[25]]/2+x^3*c[[26]]/6+x^4*c[[27]]/24+x^5*c[[28]]/120+x^6*c[[2

9]]/720+x^7*c[[30]]/5040; 

s53=s53+x*c[[25]]+x^2*c[[26]]/2+x^3*c[[27]]/6+x^4*c[[28]]/24+x^5*c[[29]]/120+x^6*c

[[30]]/720; If[ Mod[r,10]==0,Print[ee[r]=Abs[sx1[r]-y1[t]]]] 

  r++] 

 Numerical Tests اختبارات عددية:

نختبر الخوارزمية الشرائحية المقترحة بحل مسألتي اختبار مختلفين لهما شكل النموذج المقترح نفسه ونقارن النتائج التي 
 Mathematica 11المستوى لغة البرمجة عالية    نستخدم،  توصلنا إليها مع نتائج لطرائق وخوارزميات في مراجع أخرى 

 الرسوم البيانية.على لحصول تنفيذ الخوارزمية المقترحة وال
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: [10] الآتية التفاضلية-فريدهولم التكاملية-فولتيرامعادلة لنأخذ  (:1(المثال
   

2

0 0

'( ) ( ) ( ( ( ) ( ( ) ( ) )),

(0) 1, 0 1

x x

u x f x x tu t dt x x t u t dt

u x

= − + −

=  

  

)  مع الحل الدقيق ) ( )u x Cos x= 
,0.1لحل المثال أعلاه من اجل اطوال خطوات مختلفة    المقترحةنطبق خوارزميتنا     0.025,  0.01h نضع في  و   =

الحل    (2)-(1). ونرسم في الشكلين    [10]  سيمبسون التكراريةطريقة  مع  المطلق لطريقتنا  الخطأ    ( مقارنات1) الجدول
 الحل الشرائحي. الخطأ فيو  الشرائحي مع الحل الدقيق

 
 سيمبسون طريقة ات الأخطاء المطلقة في الحل العددي لخوارزميتنا مع  مقارن:  (1)لالجدو 

 الخطأ المطلق لطريقة سيمبسون التكرارية  الخطأ المطلق للطريقة الشرائحية 

0.01h = 0.025h = 0.1h = 0.01h = 0.025h = 0.1h = X 

3.330E-16 1.110E-16 1.110E-16 4.92742E−4 1.23347E−3 4.99583E-3 0.1 

2.220E-16 1.110E-16 0 9.69158E−4 2.42274E−3 9.74286E-3 0.2 

4.440E-16 2.220E-16 1.110E-16 1.42909E−3 3.56771E−3 1.42462E−2 0.3 

6.661E-16 0 1.110E-16 1.87288E−3 4.66954E−3 1.85161E−2 0.4 

7.771E-16 2.220E-16 0 2.30186E−3 5.73176E−3 2.25712E−2 0.5 

6.661E-16 0 2.220E-16 2.71897E−3 6.76177E−4 2.64430E−2 0.6 

1.110E-15 1.110E-16 0 3.12960E−3 7.77279E−3 3.01819E−2 0.7 

1.221E-15 0 1.110E-16 3.54248E−3 8.78614E−3 3.38651E−2 0.8 

9.992E-16 1.1102E-16 1.110E-16 3.97088E−3 9.83394E−3 3.76048E−2 0.9 

9.992E-16 0 1.110E-16 4.43427E−3 1.09670E−2 4.18856E−2 1 

 
0.1h  ( بخطوة 1للمثال )   الحل الدقيقمع  الشرائحية (:حل الطريقة (1الشكل = . 

 
0.1h( بخطوة  1للمثال )  الشرائحي  الحل (: الخطأ المطلق في (2الشكل =. 
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  2:المثال 
 : [1]التفاضلية -التكاملية  فريدهولم-فولتيرامعادلة لنأخذ 

2 2

0 0

'( ) ( 1) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ))

(0) 1 , 0 1

x x

u x x u x f x x t t u t dt xtu t dt

u x

+ + = − − +

=  

  

 الحل الدقيق: 
( ) xu x e= 

الخطأ   ( مقارنات2)  نضع في الجدول و   h=0.125  لحل المثال أعلاه من اجل طول خطوة  نطبق خوارزميتنا المقترحة
الخطأ  و   الشرائحي مع الحل الدقيق الحل    (4)-(3). ونرسم في الشكلين  [1]  طريقة لاغرانج المعدلةمع  المطلق لطريقتنا  

 الحل الشرائحي.  في
 

 .2مقارنات الأخطاء المطلقة في حل المثال  (: 2الجدول) 

 

 
 . h=1/8( بخطوة 2الحل الدقيق للمثال ) مع   (: الحل الشرائحي(3للشك ا

 X [1] لاغرانج المعدلة الخطأ المطلق لطريقة الخطأ المطلق للطريقة الشرائحية 

2.220446049250313E-16 1.265974325370678E-9 0.125 

-2.220446049250313E-16 1.452257314404903E-9 0.250 

2.220446049250313E-16 1.671212834786218E-9 0.375 

1.3322676295501878E-15 1.867390464482810E-9 0.5 

0 2.055702386094538E-9 0.625 

1.7763568394002505E-15 2.222863337841829E-9 0.750 

1.7763568394002505E-15 2.387074760079599E-9 0.850 

1.7763568394002505E-15 2.489904948888011E-9 1 
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 .h=1/8( بخطوة  2الخطأ المطلق في الحل الشرائحي للمثال )  (4):الشكل

 
 والتوصيات:  الاستنتاجات 

وفريدهولم  فولتيرا  معادلات  من  مختلط  لنموذج  العددي  الحل  لإيجاد  عددية  خوارزمية  العمل  هذا  في   قدمنا 
الدرجة  -التكاملية من  شرائحية  حدود  كثيرات  على  المقترحة  الطريقة  تعتمد  المنفصلة.  النوى  ذات  الخطية  التفاضلية 

التاسعة مع ست نقاط تجميع. تم اجراء اختبار لفعالية ودقة الخوارزمية المذكورة بحل مثالين مختلفين. تم اجراء مقارنات  
في   التكرارية  مع طريقة سمبسون  في    [10]لطريقتنا  المعدلة  لنتائجنا مع  [1]وطريقة لاغرانج  المقارنات  نتائج  , تشير 

الجداول) في  الأخرى  الطرائق  خوارزميتنا2) -(1نتائج  تفوق  إلى  الأشكال)  (  وتبين  كما  العددية،  الدقة  (  4)-(1حيث 
الحل مجال  كامل  على  الدقيق  الحل  من  العددي  الحل  الشرائحية  . تقارب  الطريقة  لنجاح  ا   نظرا  الحل  في  يجاد 

معادلات   التفاضلية-التكاملية  فريدهولم -فولتيرالمعادلات    يالتقريب بحل  نوصي  فريدهولم    -فولتيرا    الخطية. 
 المتأخرة.   التفاضلية-التكاملية
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