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  ABSTRACT    

This paper is concernrd with the precise determination of certain linear functional defiend 

on the generalized Caratheodory class, i.e the class of of analytic functions in the unit disc 

| |    that admit a Riemann-Stieltijes integral representation of the form:  ( )  

∫  (   )  ( )
  

 
  with a kernel  (   )  

       

       
  where:  ( ) is a non-decreasing function 

on the interval [    ] and satisfes the condition   (  )   ( )     and    ,      are 

some arbitrary on the interval [   ] , This class is denoted by   
 
    

The main focus of the investigation is the determination of the range of variability of the 

functional  ( )    ̀( )      
 

,                          fixed but arbitrary in the unit 

disk. 

It has been  shown that the convex hull of the domain of the range of variability of the 

functional is generated by the derivative of the kernel at the point       

In addition, the estimation for lower and upper bounds of    z'zfRe  are established  by 

By proving the following inequalities 
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The sharpness of the inequalities holds. The extremal function is

    z 1z 1)z(f *      ,the equalities holds from wright when      and from left 

when     . 
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 ***وديع عمي د.

                                                                                             

 (2026/ 6/  22قبل لمنشر في  . 2026/  4/  22تاريخ الإيداع)
 

 ممخّص  
الااداليات اليةيااة فااا اااو واااراتيودوا المعماام والااذا يرمااز لاا  يتناااوه اااذا الالااث التلديااد الاادقيق لمجمو ااة قاايم اعاا  

االرمز  
C   واو او التوااع التلليليةf 1 فاا قارا الوالادةz    التاا تبااه  نااارل التم ياه التوااملا ما  ناو

 ريماا  ساتلجس الاذا لا  ال اوه    td z,tq)z(f 
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 ددا   ااتا  ولونهما ويفيا  ضم  المجاه  1,0 و  
 

 t  تااع غير متناقا ضم  المجااه 2,0 لباق ال ارة يو
    102  دراسة مجمو ة تغير قيم الدالا  .  فا اذا الالث تمت ا وه أساسا)z('zf)f(F    فا

الاااو 

C  0نبةااة مااا  وذلااف فاااzz   م اتااة ولونهااا ويفيااة ماا  قاارا الوالاادة.  ااو تماااد  لاا  يااواا الغاالاو
متعلق ام اتق   z('zf(الملدب، و لاقت  االتم يه التواملا للدواه تم الإ اات أ  الغلاو الملدب لمجمو ة قيم الدالا

0zzالناااواة فاااا النبةاااة    1، مااا  أجاااهrz 0    إضاااافة إلااا  ذلاااف تااام الوااااوه إلااا  تلدياااد البيمتاااي  الااااغر .
0zzفا النبةاة  z('zf(والعظم  للتااع المم ه االبسم اللبيبا للدالا     االة التبادير المم اه  ما  يالاه إ ااات

اجملة المتراجلتي :  
 

  
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امعنا  أناا    32r  المتااراجلتي  أ الال ما  الأدناا  والأ لا  ما  أجااه فاا(   sharp estimationالتبادير)
فاااا الااااو   f*يوجاااد تاااااع 

C   أ ااالال إلااا  مسااااواة ، ويلااادث ذلاااف مااا  أجاااه التاااااع  تتلاااوه مااا  أجلااا  المتراجلتاااا
    z 1z 1)z(f *     ليثitrez   الذا ينتما إل  الاو

C  وليث تتم المساواة م  اليمي  فا
أا أ  المتراجلتي  دقيبتا  وو تبالا  التلسي .    tوتتم المساواة م  اليسار فا النبةة  0tالنبةة 
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 :قدمةم
1z:D)التلليلياااة  فاااا قااارا الوالااادة fفضاااال التواااااع  qEلااايو        التاااا تبااااه تم ااايلًا توامليااااً  مااا )

 ال وه:
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    ]b,a[U   ,   

 لماً أ  النواة  tz,q  تااع تلليلا االنساة للمتغيرz  فاD  م  أجه وهt  تنتما إل  المجاه 
]b,a[ و]b,a[U  مجمو ة التوااع غير المتناقاة   ل  المجاهاو]b,a[  التا تلق ال رة

    1ab   . 
م  يلاه الإيتيارات الميتلفة للنواة  tz,q   نلاه  ل  افوو جزئية ميتلفة مqE :فم لا  ندما توو  النواة 

 آ( 
z e

z e
)t,z(q

it

it




  و],[]b,a[     نلاه  ل  الاوC المعروو ااو واراتيودورا 

 ب( 
ze 1

ze 1
)t,z(q

it

it




 ]2,0[]b,a[   1و نلاه  ل  الاو  المعروو االاوC 
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  2,0[و[]b,a[  1,1 و   نلاه  ل  الاو

C  المعروو ااو

..  و ل  م ه اذل الافوو تتم دراسة وتلديد مجمو ة تغير قيم فا اذل الأةرولة [5]قيد الدراسة واراتيودورا المعمم 
 الداليات اليةية التا لها ال وه : العبدية  موماً ومنها الداليات
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 سيوو  لهذا الدالا  ال وه:  qE.  وفا الاو Dولونها ويفية م  قرا الوالدة   0zوذلف فا نباة ملددة 
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nk  ,)z(ak...,0,1 مع العلم أ    .توااع مستمرة فا قرا الوالدة 
 ةرائق و يرة لمعالجتها ونتائج ميتلفة يمو  الرجو  إليها فا المراجعواناف مسائه و يرة م ااهة فا افوو ملتلفة مع 

[8،6،3،2،1] 
 [ :8،1اليواا الهامة والمعروفة فا اذ الأسرة ]م  

qEf: إذا وا  1خاصة  0وz نبةة معةاة م  قرا الوالدة و B :  مجمو ة قيم الدالا 
     

b

a
tdqzffF  t,z)( 00  ,   ]b,a[Uμ  

 مغلبة ومترااةة وملداة ومنلنا مليةها ملدد االمعادلة: Bفإ  المجمو ة 
    bta   ,t,zqtw: 0  

تعميم اذل ليااة  ل  الدالا اليةاويمو   3  :ولو  قاه ذلف سوو نلتاج إل  التعريو الآتا 
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 ل  أن  أاغر مجمو ة ملداة تلوا اذل Bلمجمو ة ما  (convex hullالغلاو الملدب )يعرو  :1تعريف
 convBالمجمو ة ويرمز ل  ألياناً االرمز  .  

 :[4]و ندئذ نلاه  ل  المارانة الآتية  
تتألو مجمو ة قيم الدالا اليةا  :[4]1مبرىنة 2  أا المجمو ةB م  الغلاو الملدب للمنلنا  

 المعة  االعلاقة : 
 4                                     t,zw   : 0     ),t,z(q za 0

k

z0

n

0=k

k  bta   

  نفةة م اتة ولونها ويفية فا البرا الوالدة.   ليث 
اذا الالث سوو نستفيد م  اذل المارانة لتلديد مجمو ة تغير قيم الدالا )أو ايتااراً: مجمو ة فا 

)(')(قيم الدالا(   zzffF    الأير  فا الاوواع  يواا C. 
 

 :أىمية البحث وأىدافو
الالااث اااو متااعااة لدراسااات ساااابة فااا المسااائه الباااو  المتعلبااة االااداليات اليةيااة المعرفااة  لاا  السااالة العبديااة  اااذا 

ساتلجس ما  الناو   –وتلديداً تلف التا تملف تم يلًا توامليااً ما  ناو  ريماا   1تلدياد . ويهادو الالاث  إلا  التوااه ل
. إضااافة لااذلف لهااذل  مجمو ااة تغياار قاايم اعاا  الااداليات اليةيااة وم ااتباتها وياوااااً الاادالا 

 الدراسة أامية أيضاً م  نالية تضمنها للو ير م  المسائه المفتولة  ل  مستو  الالث العلما والدراسات العليا.
 

 ومواده:طريقة البحث 
وانعواااس ذلاف  لا  ااافوو اتلدياد مساتبرات الاداليات ةريباة الالاث المتاعاة اااا اساتيدام النظرياات الأساساية المتعلبااة 

التا تملف تم يلًا تواملياً م  ال وه التوااع  1 ساتلجس –ريماا  ، ليث يمو  فا اذل اللالاة اساتيدام ياواا تواماه 
 لللاوه  ل  اع  النتائج اسهولة. 8والمارانة

 
 :المناقشة والنتائج
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1,1ليث    2,0[و[UU   2,0[التوااع غير المتناقاة   ل  المجاهمجمو ة[   التا تلبق
ال رة     102   واو وما نلالظ او ياا م   [5]. يد   اذا الاو ااو واراتيودورا المعمم  .
 qEالاو

 

)z('fz)f(F 00
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لدراسة مستبر الداليات فا الاو   8سوو نستفيد م  المارانة 

C فا اذا الاو يوو  لم تبات . 
التااع   5  م  مراتب  ليا ال وه:  
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نلاه فا الاو 8و ندئذ وونتيجة ماا رة للمارانة

C  [4] ل  المارانة الآتية : 
nk  ,)z(ak...,0,1إذا وانت التوااع  : 2مبرىنة  مستمرة فا قرا الوالدة و B  مجمو ة قيم الدالا اليةا 6 

فا الاو 
C ( فإ  الغلاو الملدبconvex hull)  B للمنلنا  :يعة   االعلاقة 
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 . 2t0 م  قرا الوالدة و معةاة ويفياً   نبةة 0zليث  
 :لإيجاد مجمو ة تغير قيم الدالا  :1مثال
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0z0فا النبةة   السب  نجد 7  أ   معادلة المنلنا   الذا يم ه معادلة ملية الممجمو ة(B :اا ) 
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0z0وفا النبةة    يوو     iteii2tw  والمنلنا  الناتج او دائرة مروزااi2  وناو
قةراا      واذلف يوو .B :الغلاو الملدب لهذل الدائرة اذل واو البرا المغلق 

  i2w 
وناو قةرل  i2الذا مروزل   

مجمو ة قيم الدالا نلالظ  إذاً أ   6  ملددة  االغلاو الملدب للمنلنا المعة  االمعادلة 7  ولالة يااة
للمنلنا 4 . 

وما فا  Bإذا وا  مغلباً، مع ملية المجمو ة الملداة ،قد يتةااق  ا وه  ام  أ  الًمنلنا ونلالة أيضاً 
 ، ولو  ذلف  موماً و يلدث إو فا لاوت يااة وا روة معينة .أ لال 8الم اه

                 فضال؟ او أو وم  أجه أا داليات وفا أا مع  المنلنا  Bوالسؤاه المةروح الآ  مت  يتةااق ملية المجمو ة 
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جزئيا  ل  اذا السؤاه فا الاو  نجيب فا اذا الالث 
C  م  أجه الدالا  )z('fzfF 00   وسوو نفر .

موجاتا  ولو  ويفيتا  ضم  المجاه   و  أ   1,0  . اومر الذا يسهه اللسااات وو يبله م   مومية المسألة
 وسوو نادأ اإ اات المارانة الآتية:

 ملمو ة تغير الدالا:  Bإذا وانت: 3مبرىنة
  Drez   ,Cf    ),z('fzfF 0it
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                          8 
 المعة  االمعادلة: الغلاو الملدب للمنلنا  Bوانت 
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,  32 1 إذا وا  :لنانملدد  تماماً االم Bملية المنةبة 
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الاراا :  م  أجه الدالا 9   تيتار معادلة  المنلنا  السب 7 إل  ال وه 
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1r   ,rei  البرا  ندما     :او أ  يتلبق ال رة 
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  ندئذ واعد لسااات اسيةة نجد أ :
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ليث  ire   واالتالا يتلبق ال رة . 10  دما يوو :ن 
0rcosr 41 22                                             11 
0rr 41 ويتلبق ذلف ا وه ياا  ندما يوو  22     واما أ . 
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فإ  ال رة  11 واالتالا  رة التلدب( 10   : يتلبق   ندما يوو )  032r   و

  032r   أو  032r   و  032r    ولو  الله الأوه مرفو  لأن  اموجا .

1rسيوو     واالتالا يتلبق ال رة ، 11ندما  32r   أا  ندما

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1 32    1وr0   . نستنتج م  ذلف أ  منةبة تغير قيم الدالا 8  م  أجه
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فإ   رة التلدب   10  0االزاوية  يرتاة  التا تم ه 
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 االضرورة. B الملداة
 

 نتائج وتطبيقات:
 ماا رة ما يلا:ينتج  3م  المارانة 

م  أجه وه   .1نتيجة

Cf  : يوو  
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rzفتلاه  ل  النتيجة ابسمة الةرفي   ل   . 
 سوو نارا  ا تماداً  ل  ما تبدم  ل  الة المارانة الآتية:

م  أجه وه تااع   .4مبرىنة 

Cf   معة  االعلاقة  5 إا االعلاقة: 
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جرال اللسااات  ل  البسم  اللبيبا والتييلا اال وه: مي فنلاه اعد ضرب الاسة والمبام امرافق المبام وا 
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أ  التبااديرات   الآ   سااناي  13   دقيبااة )أا  لااادة( امعناا  أناا  يوجااد تااااع  مااا فااا الاااو

C   تتغياار ماا  أجلاا
يمااة الاااغر   والعظماا  للتااااع  بالمتراجلااات اااذل إلاا  مساااواة فااا اعاا  النباااة. أا أ  ةرفااا المتراجلااة تتضاامنا  ال
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   uz'zfRe ويلدث ذلف فا اذل اللالة فا النباة الا ينعدم في  م اتق التاااع . u ق . السااب الم ات
 نجد أ : 
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  tأو  

 أا م لًا التااع:

  












C

z 1

z 1
td 

z 1

z 1
 )z(f 

2

0







 
 

0tفا اللالة اوول  )توو  قيمة الدالا (  و rz فا اذل اللالة يوو  التااع لبيبيا  ل  الملور  اللبيبا ) )  : 

 
 
 

 
 

rz  ,
r 1

r 

z 1

z 
 z)z('fzRe 

22


















 

واذا يتةااق مع اللد الأ ل  للمتراجلة  13 ( وفا اللالة ال انية .t )   :توو  قيمة الدالا 

 
 
 

 
 

rz  ,
r 1

r 

z 1

z 
 z)z('fzRe 

22


















 

واذا يتةااق مع اللد الأدن  للمتراجلة  13  
 

 :الاستنتاجات والتوصيات 
تم إيجاد مجمو ة قيم الداليات اع  اليةية فا الاو 

C  واو ياا م  الاوqE ونتيجة لللبيبة . 
qECCC  

 
فإ  إا نتائج فا او منها ستوو  اليلة فا الاو الذا يساب . فما لًا التباديرات    13  التاا لاالنا  ليهاا فاا

الاو
C  :والتا وا  لها ال وه 

 
 

  
 
 

1rz     ,
32

r     ,
r 1

r
z'zfRe

r 1

r
22




















  

Cf. فإذا وا   Cو Cتنبه ماا رة  ونتجية فا الافي      1أا إذا وا : فإ 
 

 
  

 
 

1rz     ,
32

r     ,
r 1

r1
z'zfRe

r 1

r1
22




















 
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ذا وا   Cfوا   1أا إذا وا  : فإ 

 
  

 
1rz     ,32r     ,

r 1

r2
z'zfRe

r 1

r2
22









 
اليةياة  وفا فضالات  الجزئية لإيجاد مجمو اات تغيار قايم الاداليات qEاالإموا  إذاً  متااعة اذل الدراسات فا الفضال 

او م وياوااً تلف المتعلبة االم تبات م  درجات أ ل . فم لًا االإموا  الالث  ا  مجمو اة تغيار قايم الاداليات ما  
 ال وه:

  ),...z(fz)f(F),z(''fz)f(F 0

n

000  
 وما يرافبها م  تبديرات  قاو  لمبادير لبيبية م ه:

      ,... )z(''fzIm  . )z(''fzeR  ,)z('fzIm 000000 
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