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  ABSTRACT    

 

The mirror gradient algorithm is a first-order method based on the Bregman distance for 

convex optimization. Traditional analyses typically assume Lipschitz continuous gradients 

and strongly convex Bregman kernels. Recent works introduced relative smoothness to 

relax the Lipschitz condition. However, convergence guarantees under the absence of both 

assumptions remain limited. This paper establishes global convergence to a minimizer and 

linear convergence to the optimal solution set using only relative smoothness, without 

requiring strong convexity of the kernel or Lipschitz continuity of the objective gradient. 

These results broaden the applicability of mirror descent to a wider class of problems. 
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 وفق مفيومانحدار المرآة  التقارب الخطي لخوارزمية
 ضمن شروط أكثر عمومية نبريغمامسافة  

 *حموي رد. يما
 (2026/  3/  29قبل لمنشر في  . 2025/  11/  26تاريخ الإيداع)

 

 ممخّص  
بريغمان لحل مسائل الأمثمة الأصغرية من الدرجة الأولى تعتمد عمى مسافة  طريقةانحدار المرآة ىي  خوارزمية
. وقد أدخمت محدبة بقوة نواة مسافة بريغمانو التحميلات التقميدية عادةً تدرج دالة اليدف ليبشز مستمر  فترضتالمحدبة. 

. ومع ذلك لا تزال ىناك فجوة تتمثل في إمكانية تحقق ليبشزالدراسات الحديثة مفيوم السلاسة النسبية لتخفيف شرط 
 لإثبات يدف ىذه المقالةت لمسائل الأمثمة المحدبة في غياب ىذين الشرطين التقميديين الصارمين. خوارزميةال تقارب

متقاربة خطيًا إلى مجموعة الحمول المثمى بالاعتماد عمى  خوارزميةونُبيّن أن ال القيمة الصغرىالتقارب العالمي الى 
 تابع اليدف أو تدرج لنواة بريغمان ن اشتراط التحدب القويمفيوم السلاسة النسبية ضمن شروط أكثر عمومية ودو 

 مسائل الأمثميات بكفاءة أعمى.  في حليفتح آفاقًا جديدة و من جدواىا في التطبيقات العممية  مما يعزز ليبشز مستمر
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 :مقدمة
وتحميل  من التعمم الآلي المحدبة ركيزة أساسية في العديد من مجالات العموم واليندسة، بدءاً  تُعد مسائل الأمثميات

نيتم  البيانات الضخمة، مرورًا بمعالجة الإشارات والرؤية الحاسوبية، وصولًا إلى النمذجة العددية في الفيزياء واليندسة.
      بالشكل:رّفة المع مسألة القيمة الدنيا المقيدةفي ىذه المقالة بدراسة 

( )         * ( )       + 
 محدبة مغمقة غير خالية.   مجموعة جزئية من   تابع محدّب والمجموعة   يث ح

 وتعد طريقة  تحظى الطرق من الدرجة الأولى اىتمام كبير بسبب بساطتيا وتكمفتيا المنخفضة لكل تكرار       
ويتألف من تصغير  ،  ( )( طريقة كلاسيكية لحلprojected gradient descent)مسقط الانحدار التدرجي 

 عمى التوالي، وتأخذ الشكل:  التقريبات التربيعية لـ 
             

   
{ (  )  ⟨  (  )     ⟩  

 

  
‖    ‖

 } ( ) 

  المسافة الإقميديةوذلك باستبدال ( Mirror descent)لمرآة ابطريقة انحدار  ( )عمَمت الـطريقة المعرّفة في
  

 
 : العلاقة التكرارية الشكل الآتي وتأخذأدناه(،  ( ) العلاقة )المحددة في(   )   بمسافة بريغمان ( )ي ف   ‖ ‖

             
   

{ (  )  ⟨  (  )     ⟩  
 

 
  (     )} ( ) 

بتصميم خوارزميات من الدرجة الأولى تتكيف مع ىندسة   ممّا يسمح اختيار تابع نواة المسافة   و    حيث 
 مجموعة القيود أو دالة اليدف. 
 [. تُعتبر ىذه الطريقة امتدادًا 6وقدّم تحميلًا مبسطًا ليا في ] [21، 20المرآة في ] اقتُرحت طريقة انحدار

[. واقتُرح 15مثمة في فضاءات باناخ ]غير إقميدي لطريقة مسقط الانحدار التدرج الكلاسيكية، كما تُطبق عمى مسائل الأ
تم تحسين [، 7,8,19,27]التطبيقات [. تُستخدم ىذه الطريقة في العديد من 5 ،20]في امتداد الطريقة لممسائل المقيدة 

تتطمب الافتراضات المعتادة والمعيارية في العديد من الأعمال السابقة  الطريقة وتوسيعيا من وجيات نظر مختمفة.
دل التقارب وتعقيد التكرار لطريقة انحدار المرآة باستخدام مسافة بريغمان كلًا من تدرج تابع اليدف ليبشز لتحديد مع

( الذي يحل محل LC[ مفيوم السلاسة النسبية )3فقدّم في ] .[1,16]مستمر والتحدب القوي لنواة المسافة كما في 
 قدم كما ربيعي العموي المعتاد لمتابع بمقياس تقارب أعم،خاصية استمرارية ليبشز المعتادة حيث يُستبدل التقريب الت

كركيزة أساسية لضمان معدل التقارب الخطي، بينما قدمت أعمال  (RSC)[ شرط التحدب القوي النسبي 18في ] 
  .وطرق النقطة المقربة في فضاءات باناخ مرآةالخوارزمية انحدارا  أطراً موحدة تربط بين [26 ,28]أخرى مثل 

عمى الرغم من المتانة النظرية ليذه الأطر، إلا أن خوارزميتيم وتعقيد التقارب يعتمدان عمى مقياس تناظر لمسافة 
بين أي نقطتين في نطاق الدالة.  يتطمب وجود انحناء الذي (RSC)ظل رىيناً بشرط  بريغمان وضمان التقارب الخطي

مسائل التعمم الآلة لاسيما في الأبعاد العالية مثل تدريب فيي افتراضات تبقى صارمة ولا تتحقق في طيف واسع من 
الشبكات العصبية العميقة أو الانحدار الموجستي عمى بيانات غير قابمة لمفصل. في مثل ىذه الإعدادات، يكون التحدب 

 .الخطي لانحدار المرآة القوي حتى بصيغتو النسبية غائباً أو صعب التحقق عممياً، مما يحدّ من قابمية تطبيق النتائج لمتقارب
 من خلال تقديم شرط كافٍ يُعرف (LC)ي ىذه المقالة بتخفيف ىذه المتطمبات استناداً الى شرط فنيتم 

. وتتمثل المساىمة الجوىرية في إثبات التقارب الخطي (Bregman Growth Condition) بـ شرط نمو بريغمان 
، بل يكفي وجود نمو أدنى لمدالة (RSC) الاتجاىات كما يفترضتحت افتراض أضعف لا يستمزم انحناءً في كافة 
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 بالنسبة لمجموعة الحمول المثمى وىو يختمف قميلًا عن الدراسات السابقة حيث لا يتضمن معامل التناظر 
(Symmetry coefficient ) ويفتح آفاقاً  العممية تطبيقاتمما يزيد من فائدة طرق التدرج في ال .[3]الذي قدّم في

 لنمذجة مسائل تعمم الآلة بمرونة رياضية أكبر
 

 :أىمية البحث وأىدافو
 درجتباعتباره امتدادًا غير إقميدي لانحدار ال ةييدف البحث إلى دراسة تحميل التقارب لخوارزمية انحدار المرآ 

 تحتضمانات تقارب  الذي يؤدي إلى شرط نمو بريغمانوتقديم  .النسبية باستخدام السلاسةوفق مفيوم مسافة بريغمان 
 والتي خطي  بإثبات التقارب العالمي لنقطة حرجة والتقاربيسمح  لحل مسألة أصغريات. مما أكثر عموميةافتراضات 

بتطبيق أوسع لمسائل الأمثميات غير  أىمية البحث مستمر. وتكمن تدرج تابع ليبشزأو  نسبي تطمب تحدب قوييلا 
لتدريب نماذج الذكاء  ةمما يقدم أساساّ نظرياً أكثر ملاءمة وكفاءة ىندسي ية.الممساء حيث تفشل الافتراضات التقميد

 .الاصطناعي واسعة النطاق
 

  :طرائق البحث ومواده
 ومفيوم السلاسة النسبية الذي يعتبرب بالتحميل المحدّ  المتعمقةم بعض التعاريف والمفاىيم الأساسية نقدّ 

 .مسألتنابريغمان وأىم خواصيا التي تساعدنا في معالجة  مسافةتعريف أداة أساسية لدراسة خوارزمية مرآة وكما نقدّم  
 تعاريف ومفاىيم أساسية:   

في نظرية  الذي يمعب دوراً ميمالتحميل المحدب  فيالتي تستخدم والمفاىيم الأساسية نبدأ ببعض التعاريف 
 .[1,22,23,24] إلىومن أجل تفاصيل أكثر يمكن العودة  الأمثميات

      لتكن وداخميتيا بـ  بـ      نرمز لمصاقو مجموعة  -
        المجال الفعمي  إذا كان (proper)إنيا دالة خاصة   يقال عن،  +  *       لتكن -

( )      *      حيث    +. 
 مسافة بريغمان:
ودرست من قبل العديد من الباحثين وخلال السنوات الماضية تمّ استخداميا في  [11] في بريغمانقدّميا 

 وتجميع البيانات (image processing)ومعالجة الصورة  (machine learning)الآلة مجالات مختمفة مثل تعمّم 
 (data clustering)  [2,5,12,17]الأخرى والمعادلات التفاضمية الجزئية غير الخطية والعديد من المجالات. 

 (. distance kernel)   نواة المسافةاختيار  ىيمسافة بريغمان الخطوة الأولى في تعريف 
 
نواة  تابعإنو  +  *       يقال عن .  من خالية مجموعة جزئية محدبة مغمقة غير  لتكن 

 تحقق:إذا   عمى  المسافة
i.        
ii.    وخاصة.نصف مستمرة من الأدنى و محدبة 
iii.   عمى شتقاق باستمرار ومحدبة تماماً قابل للا           . 
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   بالعلاقة الآتية: ,    ,                  (Bregman distance) مسافة بريغمان تعرّف   
                  (   )   ( )   ( )  ⟨  ( )    ⟩   ( ) 

ذا كانو  ليس مسافة مترية. فيوحقق متراجحة المثمث يحقيقي غير سالب لا  تابع   أن لاحظ ( ) التابع ا   ‖ ‖  
(   )  فإنّ   ‖   ‖
            النظيم التربيعي حالة خاصة من مسافة بريغمان. أنّ  أي ، 

 الآتيتين. نمن خلال التمييديتي   بعض خواص مسافة بريغمان في نعرض
 [4]: 1تمييدية 

         كن يل
 ، عندئذٍ:تماماً  تابع محدب +  *    

i.   (   )  ،          و        لكل    
ii.   (   )  .   إذا وفقط إذا كان    
 [27]: 2تمييدية 
         إذا كان

 ، عندئذِ:  +  *    
i.  فإنّ            و       )خاصة النقاط الثلاث( لكل ،: 

  (   )    (   )    (   )  ⟨  ( )    ( )    ⟩  
ii. فإنّ:                و       ( لكلالخطية )خاصة 

        (   )      (   )      (   )  
 (Relative smoothnessمفيوم السلاسة النسبية )

 السمسأيضًا باسم خاصية التكيف  والمعروفالنسبية مفيوم السلاسة في ىذا القسم نقدَم 
 (smooth adaptable property) ، ليبشزأو حالة تشبو حالة (Lipschitz-like condition) يحقق مواءمة  يوالذ

بما يحقق توافقاً بين مسافة بريغمان وبنية الفضاء الذي يُعرّف عميو التابع.  تمّ  اليدف تابع وىندسة بريغماننواة  بين
 .(LC[، ويرمز لو ب )3]ول مرة في أو تقديم

 وجدإذا   بالنسبة إلىممساء   إنَ  الق. ي          بحيث تابع  و،   عمىتابع نواة المسافة   لنفترض أن 
 بحيث ،   ثابت 

 (  )           محدبة عمى        
 ولكن بيّن فيمحدبة.   [، ولكن ىناك افترض أن 3]في  (descent lemma)الانحدار  مبرىنة LCكافئ شرط ي  
. لندرس بعض خواصو من LCلا يمعب أي دور في شرط   أي تحدب ` محدبة،غير   يمكن أن تكون [ 25،10]

 خلال التمييديات التالية:
 [18]: 3تمييدية 
 العبارات التالية متكافئة:،     ( و LCشرط ) يحقق (   ) توابعزوج من البفرض 

i. ( )   ( )  ⟨  ( )    ⟩                 لكل   (   )    
ii.   (   )               لكل  (   )    
iii.     (   )              لكل     
iv.⟨  ( )    ( )    ⟩   (  (   )            لكل  ((   )   
v. فإنّ             قابل للاشتقاق مرتين عندئذٍ لكل    إذا كان كل من 

   ( )     ( )    
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باستنتاج    تسمح خواص . تابع محدب وضوحا     محدبًا، فإن   من الواضح أنو عندما يكون 
 تسمى تمييدية الانحدار بثلاث نقط الآتية.نتيجة أخرى مفيدة وأكثر عمومية 

   [10]: 4تمييدية  
شرط  يحقق (   )زوج عندئذٍ ال ،   و           بحيث تابع  ، و  عمىتابع نواة المسافة   بفرض 

(LC إذا وفقط إذا كان لكل )               
 ( )   ( )  ⟨  ( )    ⟩     (   )    (   )  ( ) 

ذا كان  ، ويكون: ( )المتراجحة يمكننا إسقاط الحد الأخير في تابع محدب  fوا 
 ( )   ( )  ⟨  ( )    ⟩     (   )  ( ) 

مستمر  ليبشز fبأن يكون تدرج  بريغمانمسافات  المبنية عمىعادةً ما تتطمب الطرق من الدرجة الأولى 
 . (LCشرط )أن ىذين الافتراضين حالة خاصة من  التالية تُظيرالنتيجة البسيطة قوة. لكن من خلال حدبة بم   والنواة

 [25]: 5تمييدية 
( أي LCشرط ) يحقق (   )زوج عندئذٍ ال ،    تدرجو ليبشز مستمر عمى  ، ونواة المسافة محدبة بقوة  بفرض

 .          محدب عمى      أن التابع 
 وتدرج  فميس بالضرورة أن يكون التابع  ((LCشرط  يحقق (   )والعكس غير صحيح أي إذا كان الزوج 

 التالي.ىو مبين بالمثال كما          عمى ليبشز مستمر
 معرفان بالعلاقة التالية:    ليكن لدينا التابعان  مثال:

 ( )             -    , 
 ( )               * + 

 بالعلاقة:      وتعطى قاعدة ربط التابع          نلاحظ أنّ 
(    )( )                

Lh والتابع  f-  يكون    و           لأن لكل           محدب عمى 
(    ) ( )                 

 لأن          ليس ليبشز مستمر عمى   (، ولكن تدرج التابع (LCشرط  يحقق (   )أي الزوج
     ( ) ( )  و            لكل        .         ليس محدود عمى         
 انحدار المرآةوخوارزمية سألة الم

 وفقًا للافتراض القائم الآتي: +      ( ) *      ( )مسألة الأصغرية الدنياىو حل  ىدفنا
 : Aالفرض 

i.    من  خاليةىي مجموعة محدبة مغمقة غير  . 
ii.  تابع نواة المسافة عمى  +  *       الدالة  
iii. حيث  خاص ونصف مستمر من الأدنى +  *       ابع الت          . 
iv.       { ( )                }     * ( )              +. 
v. لممسألة:     و            و       لكل 

   
   

{⟨     ⟩  
 

 
  (   )} 

 .      حل أصغري وحيد في
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إلى ىذه الافتراضات، فإن الخاصية  طريقة انحدار المرآة معرفة جيدا بالإضافة أنّ  ( ىو شرط يضمنvالشرط )
 .((LCانحدار المرآة ىو شرط التي نحتاجيا لتطبيق طريقة  ساسيةالأ

 إذا كان: ( )   ينتمي الى (   )الزوج  إلى  نرمز -
i. يحققان الفرض   و   التابعانA 
ii.   محدب عمى      التابع . 

 خوارزمية انحدار المرآة
 . (P)انحدار المرآة لحل المسألةتسمح الافتراضات السابقة بتحديد خوارزمية 

 :لخوارزميةا
    قيمة ابتدائية وحجم خطوة مختار              و ( )  ينتمي الى (   )الزوج   المدخلات:

 

 
. 

 ،       من أجل  الخطوة العامة:
             

   
{⟨  (  )     ⟩  

 

 
  (    )} ( ) 

 
 ة بريغمان بأن يكون تدرج تابع اليدف ليبشزالأولى المستندة إلى مساف عادة تحميل التقارب لطرق الدرجةتطمب ي     

تخفيف ىذه . نيتم في ىذه المقالة بالعممية تطبيقاتفي ال ات قويةالافتراض هوىذ مستمر وتابع نواة المسافة محدب بقوة،
بريغمان  ناظر ونواةالت يتضمن معامللا  حيثخوارزمية انحدار المرآة بالإضافة لذلك لتحديد معدل التقارب  المتطمبات

 .دالة ليجندر
 

 :النتائج والمناقشة
تحت فرضيات  ( )الخوارزمية المعطاة بالعلاقة التكرارية  خواص ونحملندرس في ىذا القسم تحميل التقارب      

ثمّ خاصية الانحدار الأساسية  يبدأ بإثباتتسمسل منيجي  جيدا دون أن تضمن معامل التناظر. ونعرضو فيمعرفة 
المبرىنة التالية ىي نمو بريغمان.  و التقارب الخطي تحت شرط  وأخيراً  عالميالتقارب ال نبين الاطراد وصولًا الى إثبات
 التقارب.المفتاح الرئيسي لدراسة نتائج 

  :6 مبرىنة
̃ ولكل            مكل ف ( )  ينتمي الى (   )الزوج بفرض   و           

 ̃    ( )          
   

{⟨  (   ⟩  
 

 
  (   )} (   ) 

 عندئذٍ:
i.   ( ̃)    ( )  (    )  ( ̃  ) ( ) 
ii.   ( ̃)    ( )   ⟨  ( )      ⟩  (    )  ( ̃  )    (    )    (   ̃ )( ) 

iii.   ( ̃)    ( )    (   )    (   ̃)  (    )  ( ̃  )     (   )  (  ) 

   محدبة تماما فإن  وكنتيجة لذلك إذا كانت

  ( ̃)    ( )    (   )    (   ̃)  (    )  ( ̃  )  (  ) 
 



   Sciences Series .Latakia University Journal. Bas 4248( 4) العدد( :6) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة اللاذقية

journal.latakia-univ.edu.sy                                         Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

56 

   :البرىان
i.   لدينا    لكل  الفرضحسب: 

⟨  ( )  ̃⟩  
 

 
  ( ̃  )  ⟨  ( )  ⟩  

 

 
  (   )  

 
 ، نحصل عمى ̃   بوضع 

⟨  ( )  ̃⟩  
 

 
  ( ̃  )  ⟨  ( )  ⟩  

 ، يكون:3 تمييديةمن ال (i)وحسب الجزئية 

 ( ̃)   ( )  ⟨  ( )  ̃   ⟩     ( ̃  ) 

(̃ )  وبجمع المتراجحتين السابقتين، يكون     ( )  (    )  ( ̃  ). 
ii.  فرضاً لدينا      لكل   ( )  

           2 ( )  ⟨  ( )    ⟩  
 

 
 يكون بحذف الحدود الثابتة، 3(   )  

  ( )          
   

{⟨  ( )  ⟩  
 

 
  (   )} (  ) 

⟨  ( )  ⟩2    أي  
 

 
  (   )3  ومنو (̃ )

   *⟨  ( )  ⟩+( ̃)  
 

 
,  ( ̃)    ( )-  

  أي
 

 
(  ( )    ( ̃))  نجد أنّ: تحت التفاضل،وبالاعتماد عمى مفيوم  (̃ )+⟨  ( )  ⟩*  

⟨  ( )  ⟩  ⟨  ( )  ̃⟩  ⟨   ̃  ⟩  
̃  ( )  ⟩                       أي   ⟩  ⟨ ̃      ( ̃)    ( )⟩  

 ، يكون:2 تمييديةمن ال (i)وحسب الجزئية 
 ⟨  ( )  ̃   ⟩    (   )    (   ̃)    ( ̃  ) (  ) 

 ، يكون:3 تمييديةمن ال (i)الجزئية  من
 ( ̃)   ( )  ⟨  ( )  ̃   ⟩     ( ̃  ) 

 وبجمع المتراجحتين السابقتين، نحصل عمى
  ( ̃)    ( )   ⟨  ( )    ⟩  (    )  ( ̃  )    (   )    (   ̃) 

iii.  يكون: 4ةتمييديال من ، 
 ( ̃)   ( )  ⟨  ( )  ̃   ⟩     ( ̃  )    (   )(  ) 

 ، يكون (  )وجمعيا الى المتراجحة   بـ  (  )بضرب طرفي العلاقة 

  ( ̃)    ( )    (   )    (   ̃)  (    )  ( ̃  )     (   )  
(   )    يكون 1 تمييديةمن ال (i) محدبة تماما فحسب الجزئية  وكنتيجة لذلك إذا كانت    ومنو   

  ( ̃)    ( )    (   )    (   ̃)  (    )  ( ̃  )  
 
 

 المطموب.بذلك يتم و      
  1  أن الشرط  6تبين المبرىنة    

 

 
 التالية.ضمن انخفاضًا كافيًا في قيمة دالة اليدف. ىذه الحقيقة تعطي النتيجة ي 0
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 : 7تمييدية 
  1   حيث، ( )متتالية معرَفة بالعلاقة    +  *و  ( )  ينتمي الى   (   )ليكن الزوج 

 

 
 عندئذٍ:  0

i.  متناقصة.    +(  ) *المتتالية  
ii. ∑   (       )  

 
 تقترب من الصفر.    +(       )  * المتتاليةوكنتيجة لذلك      

iii.           (       )  
 , (  )  

 -

(    )
 +        ( ) *       حيث 

 برىان.
i. نحصل عمى:، ( )في العلاقة  ،   بـ ̃ و ،     بـ  باستبدال و ،    حسب تعريف المتتالية 

  (  )    (    )  (    )  (       ) (  ) 
  1  بما أنّ 

 

 
(       )  حسب خواص مسافة بريغمانو  0 (  ) يكون      ، والمتتالية (    )  

  متناقصة.     +(  ) *
ii.  نحصل عمى:(  )لطرفي العلاقة    إلى   من  بأخذ المجموع لـ ، 

∑  (       )

 

   

 
 , (  )   (  )-

(    )
 
 , (  )   

 -

(    )
(  ) 

+        ( ) *        حيث  ∑نحصل عمى     وبجعل        (       )  
 
ومنو      

 الصفر. إلىتقترب     +(       )  *المتتالية 
iii.  نجد أنّ:(  )من العلاقة ، 

     
     

  (       )  ∑  (       )

 

   

 
 , (  )   

 -

(    )
 

 يكون: ، وبقسمة طرفي العلاقة السابقة عمى

   
     

  (       )  
 , (  )   

 -

 (    )
 

  المطموب.بذلك يتم و 
 العالمي التقارب الطريق لإثبات يميد مما الأدنى، الحد إلى الدالة قيم لتقاربىذه المبرىنة نتيجة تمييدية  تعد

الذي يمثل  (   ) اللاحقة. وقد أتاح ذلك في المبرىنة الآتية إثبات معدل تقارب خوارزمية انحدار المرآة  النتائج في
 أنّ المتتاليةالمبرىنة  التناظر. وكما تثبتمعامل  ىدون الاعتماد عم انحدار التدرج الإقميديتمديداً لمعدل تقارب 

ن لم تكن، حتى    صغريةالأ ةتتقارب إلى القيمة المثمى لمسألة الأمثم (  )   .ليست متقاربة بالضرورة   المتتالية  وا 
 :8مبرىنة 

}ومحدبة تماماً   و ( )  ينتمي الى   (   )ليكن الزوج  }n nx ¥خ
     حيث، ( ) متتالية معرَفة بالعلاقة 

 عندئذٍ:
i.  1  من أجل  

 

 
(  ) يكون     ولكل  0   ( )  

 

  
  (    ). 

ii.        (  )      
   

 ( ).  
 .البرىان

i.  وحسب الجزئية (    )     بما أن ،(iii)  يكون 6من مبرىنة: 



   Sciences Series .Latakia University Journal. Bas 4248( 4) العدد( :6) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة اللاذقية

journal.latakia-univ.edu.sy                                         Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

58 

  (  )    ( )    (      )    (    )  (    )  (       ) 
 وبإعادة الترتيب نجد أنّ 

 (  )   ( )   
 

 
,  (      )    (    )-  

(    )

 
  (       ) 
(   )  وحسب خواص مسافة بريغمان (    )يكون        و   

 
  (       )  ، ومنو  

 (  )   ( )  
 

 
,  (      )    (    )-     

 السابقة، نحصل عمى: لطرفي العلاقة nإلى  1 من kبأخذ المجموع لـ 

∑, (  )   ( )-

 

   

 
 

 
∑,  (      )    (    )-

 

   

 

 نلاحظ الطرف الأيمن من المتراجحة ىو مجموع تمسكوبي حيث تختزل الحدود المتتالية ويكون:

∑,  (      )    (    )-

 

   

   (    )    (    ) 

 ومنو المتراجحة تؤول إلى:

∑, (  )   ( )-

 

   

 
 

 
,  (    )    (    )- 

(    )  وحسب خواص مسافة بريغمان يكون   نستنتج أنّ:   

∑, (  )   ( )-

 

   

 
 

 
,  (    )    (    )-  

 

 
  (    ) (  ) 

(  )    فالمتتالية  7 تمييدية( من iالجزئية ) متناقصة حسب    +(  ) *المتتالية  بما أنّ من جية ثانية   

   ومنو  متناقصة، ( ) 
 

 
∑   
 
 أي    

 (  )   ( )  
 

 
∑, (  )   ( )-

 

   

 

 ، يكون (  )وحسب العلاقة 
 (  )   ( )  

 

  
  (    )                 (  ) 

ii. أي   حل أصغري لـ   كنيل .   /     
   
 Aمن الفرض  (ivسب الجزئية )من جية أولى ح، ( )  

/   . يكون   يكون: 7 تمييدية( من iالجزئية ) متناقصة فحسب    +(  ) *المتتالية  بما أنّ و ،   
   
   

 (  )   ( 
 )      

   
 ( )     

(  )       ، يكون (  )لطرفي العلاقة    تسعى إلى   ومن جية ثانية بجعل    لكل  ( )  

(  )       ، أي        ( 
(  )       ومنو  (    .   /      

   
 ( ). 

 المطموب.بذلك يتم و 
 فنحصل عمى (  )في العلاقة      ، نضع  حل أصغري لـ        كن يل: ملاحظة

 (  )   ( 
 )  

 

  
  ( 

    )  
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النسبية وفي حين إطار السلاسة  ضمن  (   ) ىذه المبرىنة نتيجة تمييدية تثبت معدل تقارب  قدمت        
في اثباتيا عمى وجود معامل تناظر، فإننا قدمنا إثبات في غياب ىذا  [(18، 3)انظر ]اعتمدت الدراسات السابقة 

 تطرحيتجمى في المبرىنات اللاحقة التي  ليذه المقالة الجوىريإلا أن الإسيام  الشرط مما يمنح الخوارزمية مرونة أكبر.
العالمي في الحالات  لتقاربشروط أكثر عمومية وابما في ذلك التقارب الخطي تحت  التقارب،تحميلًا متقدماً لمعدلات 

 ما يشكل تطويراً ميماً لمنتائج في ىذا المجال.وىو غير الممساء، 
 التقارب العالمي

وفر بيئة الذي ي [14]بريغمان في  تابعتمّ تعريف سنقدم تعريف تابع بريغمان من أجل اثبات التقارب العالمي. 
لذلك قدّم الباحثون تعريفاً مكافئاً  الآخر،أن بعض الشروط تنتج من بعضيا  وقد أثبت بريغمان،مناسبة لدراسة مسافة 

 .أكثر مرونة وفعالية
  [12] :9تعريف 

إذا   بريغمان عمى  تابع          يقال إنّ ومحدبة. مفتوحة    مجموعة جزئية غير خالية من  لتكن
 وفقط إذا تحققت الشروط الآتية:

a.    عمى مستمر ومحدب تماماً تابع . 
b.    عمى شتقاققابل للاتابع . 
c. فإن          لكل:  

 (   )        (   )  محدودة.   
d.  متقاربة حيث       +  *إذا كانت   

   
 فإن       

   
   

  (    )    
    إذا كانتمثال: 

( ) و    ∑ (   √  )
  

تكون  مسافة بريغمان تابع بريغمان، وبالتالي  فإن     
  (   )  ∑

 

 √  

 
   (√   √  )

 
. 

  [13]: 10تمييدية 
تحقق   عندئذ   دالة بريغمان عمى         ومحدبة ومفتوحة    مجموعة جزئية غير خالية من  لتكن

 الآتي:
   متقاربة حيث      +  *إذا كانت 

   
ذا كانت المتتالية        محدودة و       +  *، وا 

   
   

  (     )    فإنّ    
   

    . 
 [22] : 11تمييدية  

 متتاليتين موجبتين من الأعداد الحقيقية وتحقق      كانت إذا 
i. (    )             
ii. ∑   

 
      

 متقاربة.   عندئذٍ المتتالية  
تابع بريغمان دون    بفرض ( ) ةالمعرفة بالعلاقة التكراري ةتبين المبرىنة التالية التقارب العالمي لمخوارزمي

 فرض معامل التناظر.
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 :12 مبرىنة
متتالية معرَفة     +  * محدبة تماماً ولتكن تابع بريغمان و  و  ( )  ينتمي الى   (   )ليكن الزوج 

  1  حيث، ( )بالعلاقة
 

 
  . تتقارب من حمول المسألة    المتتالية عندئذٍ  0

 .البرىان
 سيتم البرىان بثلاث خطوات

 محدودة   المتتالية  لخطوة الأولى:ا
 سنبرىن أن كل نقاط التراكم لممتتالية تنتمي إلى مجموعة حمول المسألة. الخطوة الثانية:
 . حمول المسألة  سنبرىن أن المتتالية متقاربة إلى الخطوة الثالثة:
 يكون            لكل  (  )من العلاقة  الخطوة الأولى:

  (    )    (      )  (    )  (       )   ( (  )   ( )) 
           بوضع 

      
( ) أي  ( )   المتراجحة السابقة تصبح:  ومنو لكل   (  )  

  (    )    (      )  (    )  (       )   (  ) 
∑يكون  ،7تمييدية( من iiالجزئية )حسب    (       )  

 
 المتتاليةوكنتيجة لذلك      

 (    )  فإنّ المتتالية  11وتمييدية  (  )فحسب المتراجحة  تقترب من الصفر.    +(       )  *
(    )  حيث     أي يوجد محدودة، (   )    *  دالة بريغمان فإنّ المجموعة   ، بما أنّ     

 محدودة.   ، أي المتتالية      ةأي المتتاليمحدودة،  + 
 الخطوة الثانية:

توجد  أي   فيي تممك نقطة تراكم محدودة   المتتالية  برىنا في الخطوة الأولى أنّ غير خالية ومتراصة و  ( ) بما أنّ 
 وبالتالي يكون    تتقارب من    من     متتالية جزئية 

       ( )       
    

 (   )          
    

 (   )     (  ) 
 يكون: الأدنى،نصف مستمرة من    وبما أنّ  

 (  )           
    

 (   )      (  ) 
(  ) نجد أنّ  (  )و  (  )من العلاقتين   . حل أصغري لـ    ومنه   ( )       

 :ثالثةالخطوة ال
 تابع بريغمان  وبما أن      عمى  لـ حل أصغري  x*فحسب الخطوة الثانية    متتاليةلمنقطة تراكم    لتكن 
    )  المتتالية  تكون

     تقاربو و م ( 
    

  (    
 )  يكون 10تمييدية  وحسب ،  

     
    

    
 المطموب.وبذلك يتم   حل أصغري لـ   ومنو   

         
لمسألة قد طُرح في أعمال سابقة  تحت شرط السلاسة النسبية عالميتجدر الإشارة إلى أنَّ إثبات التقارب ال      

العلاقة  الذي يحكم رتناظ[، إلا أنَّ تمك النتائج اعتمدت بشكل جوىري عمى وجود معامل 18، 3مثل ]أصغريات مركبة 
في المقابل نُثبت في ىذا العمل أن التقارب  . دالة النواة بالإضافة إلى فرض قسرية  (   )  و (   )  بين
يعتمد برىاننا عمى و  تحت شرط السلاسة النسبية لا يتطمب ىذه القيود الإضافية المرآةلخوارزمية انحدار  عالميال
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لا تحقق  يفتح الباب لتطبيقات أوسع في المسائل التي ، مما9تعريف الخصائص الجوىرية لدالة بريغمان المتمثمة في 
 .شروط التناظر التقميدية

 التقارب الخطي 
لمحصول عمى تقارب  إلى أن افتراض التحدب القوي ليس شرطًا ضروريًا مؤخراً  تشير العديد من الأبحاث         

الذي يعمم مفيوم التحدب القوي  (RSC)[ شرط التحدب القوي النسبي 17] فقدم في خطي لطرق الدرجة الأولى
 :الآتيالتقميدي 

 حيث    محدب بقوة نسبياً إذا وجد     تابعال   
 ( )   ( )  ⟨  ( )    ⟩    (   ))                     

 :لآتيالنمو التربيعي ا [ شرط9] .  وقدم في   محدبة حيث     أي   
 حيث    إذا وجد شرط النمو التربيعي، يحقق  fتابعال

 ( )     
 

 
    
   

‖   ‖          
 ىي قيمة دالة اليدف المثمى.    و ( )سألة لمم مثمىال ولمجموعة الحم يى   حيث
لإثبات التقارب  (Bregman Growth Condition)بريغمان قدم شرط كافٍ وأكثر مرونة يُعرف بـ شرط نمو ن     

حيث لا يتطمب وجود انحناء في كافة الاتجاىات، بل يكفي وجود نمو لمخوارزمية ضمن شروط أكثر عمومية الخطي 
مان غعند استخدام مسافة بري يمكن اعتباره تعميمًا لشرط النمو التربيعيو أدنى لمدالة بالنسبة لمجموعة الحمول المثمى 

 ويعطى الشرط وفق:بدلًا من المسافة الإقميدية. 
 حيث    ذا وجد أ بريغمان،شرط نمو مسافة تحقق   الدالة 

 ( )   (  )     ( 
   )     (  ) 

. وىو شرط يربط بين فجوة تابع اليدف ومسافة بريغمان نحو   حل الأمثل لممسألة    حيث            لكل 
لنقطة الحل الأمثل بينما شرط الحل الأمثل وىو أضعف من التحدب القوي النسبي حيث يفرض الانحناء فقط بالنسبة 

 في كل مكان.     التحدب القوي نسبيا يفرض انحناء معين عند كل نقطتين
نثبت في المبرىنة الآتية أن شرط نمو بريغمان شرط كافي لمتقارب الخطي لمخوارزمية متجاوزين الافتراضات     

 القياسية في الأدبيات. 
 : 13مبرىنة 

 محدبة تماماً ويحقق شرط نمو بريغمان ولتكن  تابع بريغمان و  و  ( )  ينتمي الى   (   )ليكن الزوج 

  1  حيث، ( )متتالية معرَفة بالعلاقة    +  *
 

 
 يكون    لكل عندئٍذ   أصغري لـحل    وليكن 0

 (    )   ( 
 )  [

 

   
]
 

   ( 
    )  

 .البرىان
 نحصل عمى:   فكل  (  )      وحسب تعريف المتتالية   (  ) من العلاقة

 (    )   ( )  
 

 
,  (    )    (      )-  

(    )

 
  (       ) (  ) 

  وباختيار    بـ   باستبدال 
 

 
 نحصل عمى: (  )بـ  

 (    )   ( 
 )   ,  ( 

    )    ( 
      )- (  ) 
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(   )  من جية أولى حسب خواص مسافة بريغمان  )   يكون     فمكل    
      ) بالمقارنة    

 نستنتج أنّ:  (  )المتراجحة 
 (    )   ( 

 )     ( 
    ) (  ) 

(    )  لدينا Aومن جية ثانية حسب الشرط    ( 
 )     ( 

 (  )بالمقارنة مع المتراجحة  (      
 نحصل عمى:

   ( 
      )   (  )   ( 

 )   ,  ( 
    )    ( 

      )-  
0kوبإعادة الترتيب يكون لكل  ³: 

(   )  ( 
      )     ( 

    )  
0kأي لكل   يكون  ³

  ( 
      )  

 

(   )
  ( 

    )  
 وبتطبيق المتراجحة بشكل متكرر نحصل عمى 

  ( 
    )  

 

(   )
  ( 

      ) 

  ( 
      )  

 

(   )
  ( 

      ) 

  

  ( 
    )  

 

(   )
  ( 

    ) 
 أي 

  ( 
    )  

 

(   )
  ( 

      )  [
 

(   )
]
 

  ( 
      )    

 [
 

(   )
]
 

  ( 
    )  

 )  ومنو                            
    )  0

 

(   )
1
 

  ( 
    )   (  ) 

 نستنتج أنّ: (  )و  (  )بمقارنة المتراجحتين 

 (    )   ( 
 )  [

 

   
]
 

   ( 
    )  

     المطموب.بذلك يتم و 
    التقارب الخطي حيث  13تثبت المبرىنة      

 

   
 )     و     

تحت شروط أضعف  (    
أي تحت الشرط نمو بريغمان كبديل أضعف من التحدب القوي النسبي حيث يثبت كفاءة الخوارزمية حتى في غياب 

 اليدف مما يفتح آفاقا في تدريب الشبكة العصبية العميقة دون أن تتطمب انحناء مثالي عند كل نقطة.الانحناء الصارم لدالة 
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
حيث قدمت المقالة تحميل شامل لخوارزمية انحدار المرآة لحل مسائل الأصغريات المحدبة غير الممساء، 

 ،وأظيرت النتائج تفوقيا في تحسين الأداء مقارنة بالطرق التقميدية فعالًا خوارزمية تُعد خيارًا التوصمت الدراسة إلى أن 
حيث أثبتت قدرتيا عمى تحقيق تقارب خطي وعالمي دون الحاجة إلى شروط صارمة. وقد ساىم استخدام نواة بريغمان 



 حموي                                        ضمن شروط أكثر عمومية نبريغماوفق مفيوم مسافة انحدار المرآة  التقارب الخطي لخوارزمية
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ي مجموعة واسعة من ومفيوم السلاسة النسبية في تعزيز مرونة الخوارزمية وكفاءتيا، مما يفتح المجال لتطبيقيا ف
 إجراء دراسات مستقبمية لتطوير نسخة محسّنة من الخوارزمية بيدف تحسين معدل التقاربب. ونوصي العددية سائلالم
 بة.توسيع نطاق الخوارزمية لتشمل مسائل الأمثميات غير المحدو 
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