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  ABSTRACT    
In this paper, we present a numerical solution of some fractional order integro-differential 

equations involving the Caputo fractional derivative. The numerical method is based on the 

use of the Riemann-Liouville fractional integral and the approximation of the unknown 

solution function by Bernstein and Laguerre polynomials. By using regular collection 

points, the problem was transformed into a system of linear algebraic equations. The 

proposed method was tested by solving three problems, where numerical comparisons with 

other methods indicate the significance of the results in terms of numerical accuracy and 

ease of application. Furthermore, these results show that the Bernstein approximation is 

better than the Laguerre approximation. The programming language Mathematica was 

used to process the numerical results and graphs corresponding to the numerical solution 

and the resulting errors and show the accuracy of the method. 
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 الكسرية التكاملية-حل عددي لبعض المعادلات التفاضلية
 باستخدام تقريبات برنشتاين و لاغير 

                   

                                                                                                                                   *سليمان محمود د.     
 سمير احسان **                              د.    
 محمد اسماعيل ***                                             
 

 (2025/ 5/  5قُبِل للنشر في  . 2024/  9 / 26تاريخ الإيداع )
 

 ملخّص  
 
 

تق الكسري وفق مفهوم مشتق كابوتو ذات المشالتكاملية -التفاضليةنقدم في هذا العمل حل عددي لبعض المعادلات 
ليوفيل الكسري وتقريب دالة الحل المجهولة وفق كثيرات -تكامل ريمان استخدامالكسري. تعتمد الطريقة العددية على 

حدود برنشتاين و لاغير. وباستخدام نقاط تجميع منتظمة تحولت المسألة إلى جملة من المعادلات الجبرية الخطية. تم 
ة المقترحة بحل ثلاث مسائل، حيث تشير المقارنات العددية مع طرائق أخرى إلى أهمية النتائج من حيث اختبار الطريق

الدقة العددية وسهولة التطبيق. علاوة على ذلك أظهرت هذه النتائج أنَّ تقريب برنشتاين أفضل من تقريب لاغير. تم 
الرسوم البيانية الموافقة للحل العددي والأخطاء الناتجة لمعالجة النتائج العددية و  Mathematicaاستخدام لغة البرمجة 

 عنه وإظهار دقة الطريقة.
 

ليوفيل الكسري، كثيرات -تكامل ريمان التكاملية الكسرية، مشتق كابوتو الكسري،-المعادلة التفاضلية: الكلمات المفتاحية
 .حدود برنشتاين، كثيرات حدود لاغير
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 مقدمة: 
، حيث ظهر مفهوم الاشتقاق من مرتبة اختيارية قبل أكثر حديثاً موضوعاً قديماً و  يعد حساب التفاضل والتكامل الكسري  

يسأله عن ملاحظة تخص بحثه  1695عام  Leibnizرسالة إلى  L'Hopitalعام، حين أرسل الباحث  300من 
  وكان السؤال: في  nرتبة مالمتعلق بحساب المشتق من ال

𝑑𝑛𝑓
𝑑𝑥𝑛⁄ ماذا يحدث إذا كان 𝑛 = 1

؟. جذب هذا ⁄2

 ،Abel ،Fourier ،Laplac، Euler، Liouville :السؤال اهتمام العديد من علماء الرياضيات المعروفين ومنهم

Riemann، Grunwald، Letnikov  حساب التفاضل والتكامل الكسري هو تعميم لحساب وغيرهم الكثير، إذ أن
 [1,2].التفاضل والتكامل الكلاسيكي

، التكاملية الكسرية-إحدى القضايا المثيرة للاهتمام فيما يتعلق بحساب التفاضل والتكامل الكسري هي المعادلة التفاضلية
في مختلف العلوم والهندسة بما في ذلك الهندسة الطبية الحيوية  لمسائلاوالتي يمكن استخدامها لمحاكاة العديد من 

 [5-3].وقوانين التخميد وهندسة الزلازل وحركة الموائع، ونماذج المرور وانتقال الأصوات، والحد من انتشار الفيروسات
الاهتمام الجهد و احثون الكثير من الكسرية تحليليًا، كرسَّ الب التكاملية-نظرًا لصعوبة إيجاد الحل للمعادلات التفاضلية

 .هاللبحث عن تقنيات عددية مختلفة لحل

طريقة عددية تعتمد على مويجات ليجندر ودوال القطع النبضية لحل معادلة  2013واخرون عام  Heydari قدم الباحث
وتحويل المعادلة إلى جملة  التكاملية اللاخطية الكسرية، حيث تم تقريب الحدود التفاضلية والتكاملية-فولتيرا التفاضلية

تحويل سامودو مع  2018واخرون عام  Amerاستخدم  .[6]معادلات جبرية بحلها حصلوا على الحل التقريبي
التكاملية الكسرية، حيث تم تطبيق تحليل -الإضراب الهوموتوبي لإيجاد الحل العددي لبعض المعادلات التفاضلية

بإيجاد الحل العددي لصنف من المعادلات  2021واخرون في العام  Shi ثم قام[7] . ادوميان للحدود غير الخطية
التكاملية الكسرية وذلك باستخدام كثيرات حدود ليجندر المعدلة، حيث تم تقريب الحد التفاضلي الكسري، -التفاضلية

ت حدود ليجندر، وكذلك تقريب الحد التكاملي من خلال حساب المصفوفة التنفيذية للتكامل الكسري الموافقة لكثيرا
 Oyedepoاستخدم [8]. وبذلك تم تحويل المعادلة إلى جملة معادلات غير خطية بحلها حصلوا على الحل التقريبي 

التكاملية -طريقة الإضراب الهوموتوبي مع كثيرات حدود برنشتاين لحل معادلة فولتيرا التفاضلية 2021واّخرون عام 
طريقة عددية تعتمد على كثيرات حدود تشيبتشيف لحل معادلة فريدهولم  2022واخرون عام  Talaei. قدم [9]الكسرية

استخدم [10]. التكاملية الكسرية، من خلال حساب مصفوفة العمليات للتكامل الكسري الموافقة لهذا التقريب-التفاضلية
Oyedepo  ولتيرا التفاضليةطريقة المربعات الصغرى مع كثيرات حدود برنشتاين لحل معادلة ف 2022واّخرون عام-

من حل نموذج كسري للنمو السكاني باستخدام تقريب  2023واخرون عام  Rahrovi. تمكن [11]التكاملية الكسرية
جاكوبي المعدل ومصفوفة العمليات للتكامل الكسري الموافقة لهذا التقريب، إذ تم تحويل النموذج إلى نظام من 

بإيجاد الحل العددي  2023واَخرون عام   AL-Ghafri. قام[12]التقريبيالمعادلات اللاخطية، بحله تم الحصول الحل 
التكاملية الكسرية، حيث تم نشر الدالة المجهولة وفق سلسلة لانهائية مع تطبيق -فريدهولم التفاضلية-لمعادلة فولتيرا

حلّ  [13].تحليل ادوميان على الدوال المجهولة اللاخطية، تم الحصول بشكل تكراري على الحل التقريبي
Rawashdeh  التكاملية اللاخطية الكسرية، وذلك باستخدام التحويل -معادلة فريدهولم التفاضلية 2023واخرون عام

الطبيعي ومن ثمّ نشر الدالة المجهولة وفق سلسلة لانهائية ونشر الدالة المجهولة اللاخطية تحت إشارة التكامل وفق 
بإيجاد  2023 واَخرون في العامGoud . ثم قام [14]صول على الحل التقريبيكثيرات حدود ادوميان، بالمطابقة تم الح
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التكاملية الكسرية الخطية وذلك باستخدام طريقة المربعات -الحل التقريبي لنظام من معادلات فريدهولم التفاضلية
  [.15الصغرى مع كثيرات حدود لاغير]

 (FIDEs) ذات المشتق الكسري التكاملية -التفاضلية فريدهولم-يرافولتوفي عملنا هذا نقوم بإيجاد الحل العددي لمعادلة 
 الّاتية:

𝐷𝛼𝑢(𝑥) + 𝑝(𝑥) 𝑢(𝑥)

= 𝑔(𝑥) + 𝜆1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)
1

0

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

+ 𝜆2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡) 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡  ; 0 ≤ 𝑥, 𝑡 ≤ 1 ,  𝛼 > 0         (1)
𝑥

0

 

 𝑢𝑖(0) = 𝑢0
(𝑖)

 ,   𝑖

= 0,1, … , ⌈𝛼⌉
− 1                                                                                                                          (2) 

هي دوال مستمرة  𝑔(𝑥)  ،𝑝(𝑥) و  𝑢(𝑥) للدالة  𝛼مشتق كابوتو الكسري من المرتبة  تشير إلى 𝐷𝛼𝑢(𝑥)حيث 
,𝑘2(𝑥معطاة،  𝑡) و  𝑘1(𝑥, 𝑡)  ،هما دوال مستمرة معطاة وتسمى نواة المعادلة التكاملية𝜆1، 𝜆2  ثوابت لها دلالة
,𝑥فيزيائية،  𝑡 [0,1] هي متحولات حقيقية في المجال ، 𝑢(𝑥)هي دالة الحل المجهولة التي يطلب تحديدها. 

 

 أهميَة البحث وأهدافــه:
التكاملية ذات المشتق الكسري باستخدام -فريدهولم التفاضلية-ددي لمعادلات فولتيرايهدف هذا العمل إلى إيجاد الحل الع

طريقة تجميعية معتمداً على تقريبات برنشتاين و لاغير، هذه المعادلات تعد في غاية الأهمية بالنسبة للباحثين وذلك 
ر من الظواهر المختلفة حيث نشاهدها في نظراً لأهميتها الخاصة بين أفرع العلوم، إذ أنّها تمثل نماذج رياضية للكثي

 الفيزياء والكيمياء والهندسة، تم اختبار فعالية الطريقة بمقارنتها مع طرائق أخرى مأخوذة من مراجع حديثة.
 

 طرائق البحث وموادّه:  
رزميات يندرج هذا البحث تحت فرع الرياضيات التطبيقية وعلوم الحاسوب في مجال التحليل العددي الذي يقدم خوا

لحل بعض المسائل  وبرامج لحل الكثير من المسائل التي لا يمكن حلّها بالطرق التحليلية، يعتمد البحث طريقة عددية
التكاملية الكسرية، تعتمد طرائق البحث أيضاً على منظومات الجبر الخطي وعلوم البرمجة -في المعادلات التفاضلية

جة عالية المستوى لمعالجة النتائج العددية وتوضيحها بالرسومات البيانية والخوارزميات حيث تحتاج لاستخدام لغة برم
 Maple … و Mathematicaالموافقة لها مثل 

  :تعاريف ومفاهيم أساسية
  (Riemann-Liouville Fractional Integral):[8] ليوفيل الكسري  –تكامل ريمان  (1): تعريف
𝑥 و  ℝدالة حقيقية معرفة ومستمرة على  𝑢لتكن  > 𝛼و    0 ≥  𝑢 ليوفيل للدالة -تكامل ريمان ، عندئذ يعطى 0

 بالعلاقة :  𝛼من المرتبة 
𝐼𝛼  𝑢(𝑥) =

1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜏)𝛼−1𝑥

0
𝑢(𝜏) 𝑑𝜏   ;  𝑥 >

0                                                                               (3)    
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𝛤(𝛼)  غاما المألوفة: هي دالة 𝛤(𝛼)حيث  =  ∫ 𝑥𝛼−1 ∞

0
𝑒−𝑥 𝑑𝑥    ،    𝐼0 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥) 

  [8] (:Caputo Fractional Derivative) (: مشتق كابوتو الكسري 2تعريف)
𝑥 و  ℝدالة حقيقية معرفة ومستمرة على  𝑢لتكن   > 𝛼و    0 ≥ من  𝑢مشتق كابوتو للدالة   ، عندئذ يعطى 0

 بالعلاقة :  𝛼المرتبة 
𝐷𝛼 𝑢(𝑥) = 

1

𝛤(𝑟−𝛼)
 ∫

𝑢𝑟(𝜏)

(𝑥−𝜏)𝛼−𝑟+1

𝑥 

0
  𝑑𝜏   ; 0 ≤ 𝑟 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑟                                                            

 (4) 
 : [3,4] بعض الخصائص

   𝐼𝛼𝐷𝛼𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥) −  ∑ 𝑢(𝑘)(0+)⌈𝛼⌉−1
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
       ; 𝑥 > 0. 

 𝐼𝛼𝑥𝑘 =  
𝛤(𝑘+1)

𝛤(𝑘+𝛼+1)
 𝑥𝑘+𝛼   𝑓𝑜𝑟 𝑘 ∈ ℕ0.   

 𝐷𝛼𝐼𝛼𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥). 

 𝐷𝛼𝐶 = 0 ;    𝐶 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡. 

 𝐷𝛼𝑥𝛽 = {
0                                                              ; 𝛽𝜖ℕ0,  𝛽 < ⌈𝛼⌉.

  
𝛤(𝛽+1)

𝛤(𝛽−𝛼+1)
 𝑥𝛽−𝛼                                       ;  𝛽𝜖ℕ0 𝑎𝑛𝑑  𝛽 ≥ ⌈𝛼⌉.  

 

ℕ0و   𝛼تشير إلى أصغر عدد صحيح أكبر أو يساوي   ⌈𝛼⌉حيث:  = {0,1,2, … }. 

 :Bernstein polynomial  [11](: 3تعريف)

𝑥على المجال  𝑛من الدرجة   𝐵𝑖,𝑛(𝑥)تُعرَّف كثيرة حدود برنشتاين   ∈  بالشكل الاتي:  [0,1]
𝐵𝑖,𝑛(𝑥) = (𝑛

𝑖
)𝑥𝑖(1 − 𝑥)𝑛−𝑖   , 𝑖 =

0,1,2, … , 𝑛.                                                                                     (5) 
 خطي من كثيرات حدود برنشتاين، على النحو الاتي: كتركيب  �̅�𝑛(𝑥)يمكن إنشاء دالة 

�̅�𝑛(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖 𝐵𝑖,𝑛(𝑥)𝑛
𝑖=0 = 𝐶𝑇Ф(𝑥).                                                                                                    

(6) 
 حبث

𝐶𝑇 = [𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛]    ;    𝑐𝑖 ∈ ℝ  , 𝑖 = 0,1, … , 𝑛.  
Ф(𝑥) = [𝐵0,𝑛(𝑥), 𝐵1,𝑛(𝑥), … , 𝐵𝑛,𝑛(𝑥)]𝑇 .   

  Laguerre polynomials :[16] (:4تعريف)

 بالشكل الاتي:  𝑛من الدرجة   𝐿𝑛(𝑥)تُعرَّف كثيرة حدود لاغير  
𝐿𝑛(𝑥) =

𝑒𝑥

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑒−𝑥𝑥𝑛)     ;    𝑥 ≥

0 .                                                                                                      (7)   

 كتركيب خطي من كثيرات حدود لاغير، على النحو الاتي:  �̅�𝑛(𝑥)يمكن إنشاء دالة 

�̅�𝑛(𝑥) =
∑ 𝑎𝑖 𝐿𝑖(𝑥) =𝑛

𝑖=0 𝐴𝑇  𝛹(𝑥).                                                                                                      (8)   

 حيث

𝐴𝑇 = [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛]    ;    𝑎𝑖 ∈ ℝ  , 𝑖 = 0,1, … , 𝑛.  
𝛹(𝑥) = [𝐿0(𝑥), 𝐿1(𝑥), … , 𝐿𝑛(𝑥)]𝑇 .   
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                                                                          :مقترحةال الطريقة العددية
 (، فنحصل على:1ليوفيل الكسري على طرفي المعادلة )-نقوم في البداية بتطبيق تكامل ريمان

𝑢(𝑥) − ∑ 𝑢(𝑘)(0)⌈𝛼⌉−1
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
+ 𝐼𝛼

[𝑝(𝑥) 𝑢(𝑥)] =

𝐼𝛼
[𝑔(𝑥) + 𝜆1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)

1

0
𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜆2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡) 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0
]  

                                                                                                                         (9) 

 على:( نحصل 9( بدلًا عن الحل الدقيق في المعادلة )6بتعويض العلاقة)
  ∑ 𝑐𝑖 𝐵𝑖,𝑛(𝑥)𝑛

𝑖=0 − ∑ 𝑢(𝑘)(0)⌈𝛼⌉−1
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
+ 𝐼𝛼[𝑝(𝑥) ∑ 𝑐𝑖 𝐵𝑖,𝑛(𝑥)𝑛

𝑖=0 ] = 𝐼𝛼 [ 𝑔(𝑥) +

𝜆1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)
1

0
∑ 𝑐𝑖 𝐵𝑖,𝑛(𝑡)𝑛

𝑖=0  𝑑𝑡 +

𝜆2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡) ∑ 𝑐𝑖 𝐵𝑖,𝑛(𝑡)𝑛
𝑖=0  𝑑𝑡 

𝑥

0
]                                             (10) 

 والتي يمكن إعادة كتابتها بالشكل:        
∑ 𝑐𝑖 𝐵𝑖,𝑛(𝑥) + 𝐼𝛼[∑ 𝑐𝑖 𝜓1,𝑖

(𝑥)𝑛
𝑖=0 − ∑ 𝑐𝑖 𝜓2,𝑖

(𝑥) −𝑛
𝑖=0 ∑ 𝑐𝑖 𝜓3,𝑖

(𝑥)𝑛
𝑖=0 ] =𝑛

𝑖=0

∑ 𝑢(𝑘)(0)⌈𝛼⌉−1
𝑘=0 + 𝐼𝛼[𝑔(𝑥)]  

  حيث:

𝜓1,𝑖(𝑥) = 𝑝(𝑥) 𝐵𝑖,𝑛(𝑥)    ,      𝜓2,𝑖(𝑥) = 𝜆1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)
1

0

𝐵𝑖,𝑛(𝑡) 𝑑𝑡    ,     𝜓3,𝑖(𝑥)

= 𝜆2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)
𝑥

0

𝐵𝑖,𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 

 ومنه:
∑ 𝑐𝑖  [𝐵𝑖,𝑛(𝑥) + 𝐼𝛼[𝜓

1,𝑖
(𝑥) −  𝜓

2,𝑖
(𝑥) − 𝜓

3,𝑖
(𝑥)]]𝑛

𝑖=0 = ∑ 𝑢(𝑘)(0)⌈𝛼⌉−1
𝑘=0 + 𝐼𝛼[𝑔(𝑥)]                     

(11)                                                                                     
𝑥𝑗  }  نأخذذذذذ نقذذذذاط التجزئذذذذة المنتظمذذذذة  = 𝑗ℎ  ;  𝑗 = 1,2, … , 𝑛 + ℎحيذذذذث  [0,1]للمجذذذذال { 1 =

1

𝑛
، بمثابذذذذة نقذذذذاط 

 ( نحصل على جملة المعادلات:11في المعادلة)  𝑥بدلًا عن كل 𝑥𝑗  تجميع، وبتعويض 

∑ 𝑐𝑖
𝑛
𝑖=0  𝛽𝑖,𝑗 = 𝜉𝑗       , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 + 1                                                                                              

(12) 
 حيث:

𝛽𝑖,𝑗 = 𝐵𝑖,𝑛(𝑥𝑗) + 𝐼𝛼[𝜓
1,𝑖

(𝑥𝑗) −  𝜓
2,𝑖

(𝑥𝑗) − 𝜓
3,𝑖

(𝑥𝑗)] 
𝜉𝑗 = ∑ 𝑢(𝑘)(0)⌈𝛼⌉−1

𝑘=0 + 𝐼𝛼[𝑔(𝑥𝑗)]  
𝑛)( من 12تتألف منظومة المعادلات ) + 𝑐𝑖 (𝑖معادلة جبرية في المجاهيل  (1 = 0,1, … , 𝑛)  بحلّه نحصل ،

 (.2)-(1( فنحصل على الحل التقريبي للمسألة )6على قيم هذه المجاهيل، نعوضها بالعلاقة )
 تحليل التقارب:

 لدراسة التقارب نقدم المبرهنات الَاتية:
  (Error Estimate) :1مبرهنة

𝑢بفرض أنَّ  ∈  𝐶(𝑛+1)[0,1]  و𝑌 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝐵0,𝑛 , 𝐵1,𝑛, 𝐵2,𝑛, … , 𝐵𝑛,𝑛 }   و�̅�𝑛 = 𝐶𝑇Ф(𝑥)  تركيب
: 𝑌في  𝑢أفضل تقريب للدالة �̅�𝑛خطي من كثيرات حدود برنشتاين، إذا كان   ، فإنَّ
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‖𝑢(𝑥) − �̅�𝑛(𝑥)‖2

≤
𝜂

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
                                                                                                    (13) 

|𝜂 |𝑢(𝑛+1)(𝑥)  ثابت ،حيث  ≤ 𝜂. 

 البرهان:
, 𝑥𝑟)حيث   𝑥𝑟عند النقاط  𝑢(𝑥)هي كثيرة حدود استيفاء للدالة  𝑞𝑛(𝑥)أنَّ بفرض  𝑟 = 0,1, … , 𝑛)  هي جذور

𝑛) كثيرات حدود تشيبتشيف المزاحة من الدرجة +  :عندئذ ،[0,1]لفي المجا(1

𝑢(𝑥) − 𝑞𝑛(𝑥) =
𝑢(𝑛+1)(𝜉)

(𝑛 + 1)!
 ∏(𝑥 − 𝑥𝑟)

𝑛

𝑟=0

  , 𝜉

∈ [0,1].                                                                       (14) 
 ( (:(2.5، المبرهنة[17] لدينا من ) المرجع

|𝑢(𝑥) − 𝑞𝑛(𝑥)| ≤
𝜂

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
    , ∀𝑥

∈ [0,1].                                                                              (15) 
: 𝑌في  𝑢  أفضل تقريب للدالة �̅�𝑛و بما أنَّ   ، فإنَّ

‖𝑢(𝑥) − �̅�𝑛(𝑥)‖2
2 ≤ ‖𝑢(𝑥) − 𝑞𝑛(𝑥)‖2

2 
                               = ∫ |𝑢(𝑥) − 𝑞𝑛(𝑥)|2𝑑𝑥

1

0
= ∫ (

𝜂

(𝑛+1)! 22𝑛+1)2𝑑𝑥
1

0
= (

𝜂

(𝑛+1)! 22𝑛+1)2 ,      

 عندئذ:
‖𝑢(𝑥) − �̅�𝑛(𝑥)‖2 ≤

𝜂

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
 .                                                                                  

 ن.وبذلك يكتمل البرها

 : 2مبرهنة

 ( عندئذ:2)(1)-الحل الدقيق للمسألة 𝑢(𝑥)الحل التقريبي و  �̅�𝑛(𝑥)ليكن 
|𝑟(𝑥)| ≤

𝜀

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
+ (𝑝 + |𝜆1| 𝑀1 + |𝜆2| 𝑀2) ‖𝛿𝑛‖                                                               (16) 

 
                        حيث:

𝑝 = 𝑠𝑢𝑝0≤𝑥≤1|𝑝(𝑥)| ,  𝑀1 = 𝑠𝑢𝑝0≤𝑥,𝑡≤1|𝑘1(𝑥, 𝑡)|  ,  𝑀2 = 𝑠𝑢𝑝0≤𝑥,𝑡≤1|𝑘2(𝑥, 𝑡)|  

 
‖𝛿𝑛‖ = 𝑠𝑢𝑝0≤𝑥,𝑡≤1|𝛿𝑛(𝑥)|       ;   𝛿𝑛(𝑥) = 𝑢(𝑥) − �̅�𝑛(𝑥)  , 𝑟(𝑥): 𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟.      

 :البرهان

 نحصل على:𝑢(𝑥) ( بدلًا عن1في المعادلة ) �̅�𝑛(𝑥)بتعويض الحل التقريبي

𝐷𝛼 �̅�𝑛(𝑥) + 𝑝(𝑥) �̅�𝑛(𝑥) − 𝜆1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)
1

0

�̅�𝑛(𝑥) 𝑑𝑡 − 𝜆2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡) �̅�𝑛(𝑥) 𝑑𝑡 
𝑥

0

= 𝑔(𝑥) +  𝑟(𝑥)         (17) 

 ( نحصل على:1( من المعادلة )17بطرح المعادلة )
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𝐷𝛼𝛿𝑛(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝛿𝑛(𝑥) − 𝜆1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)

1

0

𝛿𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 − 𝜆2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)

𝑥

0

𝛿𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

= −𝑟(𝑥)                (18) 
 عندئذ:

|𝑟(𝑥)| ≤  |𝐷𝛼𝛿𝑛(𝑥)| + 𝑝‖𝛿𝑛‖ + |𝜆1|𝑀1‖𝛿𝑛‖
+ |𝜆2|𝑀2‖𝛿𝑛‖                                                        (19) 

𝑢(: إذا كانت 6، المبرهنة[18] ولدينا من )المرجع ∈  𝐶𝑚[0,1]  :  فإنَّ
|𝐷𝛼𝛿𝑛(𝑥)|

≤ 𝜀
𝑥𝑚−𝛼

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
   ;  𝜀                                                                        (20) عدد  صغير  موجب  

𝑚حيث   − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑚    

 عندئذ:
|𝑟(𝑥)| ≤

𝜀

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
+ (𝑝 + |𝜆1| 𝑀1 + |𝜆2| 𝑀2) ‖𝛿𝑛‖. 

 وبذلك يكتمل البرهان.

:النتائج والمناقشة  
مراجع مختلفة والمقارنة معها، نختبر فعالية الطريقة المقترحة بحل ثلاث أمثلة متنوعة محلولة بطرائق أخرى في 

لتنفيذ الخوارزمية للطريقة المقترحة وإظهار النتائج العددية وإيضاحها بالرسوم البيانية  Mathematicaاستخدمنا برنامج 
  الموافقة لها.

 [19,20]التكاملية الكسرية التالية: -التفاضلية فريدهولم-فولتيرا لتكن معادلة (:1المثال )
𝐷2.3𝑢(𝑥) =  

𝛤(4.5)

𝛤(2.2)
 𝑥1.2 −

1

99
 𝑥5.5 −

1

11
 𝑥  +

1

4
∫ (𝑥 − 𝑡) 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 +

1

2
∫ 𝑥𝑡 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡   

1

0
, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑥

0
    

     (21) 
𝑢(𝑥)مع الحل الدقيق      = 𝑥

7

𝑢(0).   حيث:    2 = 𝑢`(0) = 𝑢``(0) = 0     
مع تقريب لاغير: المقترحةالحل: باستخدام الطريقة العددية   

( فنحصل على المعادلة الّاتية :21ليوفيل على المعادلة)-نطبق تكامل ريمان   
𝑢(𝑥) − ∑ 𝑢𝑘(0)

𝑥𝑘

𝑘!
= 2

𝑘=0  𝐼2.3 [  
𝛤(4.5)

𝛤(2.2)
 𝑥1.2 −

1

99
 𝑥5.5 −

1

11
 𝑥  ] + 𝐼2.3  [

1

4
∫ (𝑥 −

𝑥

0

𝑡) 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 +
1

2
∫ 𝑥𝑡 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 

1

0
]                                                                                                                                    

     (22) 
𝑛)( بكثيرات حدود لاغير من الدرجة 22) في المعادلة  𝑢(𝑥) نقرب الدالة المجهولة = 6) : 

�̅�6(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖 𝑙𝑖(𝑥)6
𝑖=0                                                                                                                               

(23) 
 ( ينتج لدينا:22في المعادلة ) 𝑢(𝑥)بدلاً عن  �̅�6(𝑥)و بتعويض 

∑ 𝑎𝑖𝑙𝑖(𝑥)6
𝑖=0  

–  𝐼2.3 [
1

4
∫ 𝑥

𝑥

0
∑ 𝑎𝑖𝑙𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 −

1

4

6
𝑖=0  ∫ 𝑡

𝑥

0
∑ 𝑎𝑖𝑙𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 +

1

2
 ∫ 𝑥𝑡

1

0
∑ 𝑎𝑖𝑙𝑖(𝑡) 𝑑𝑡6

𝑖=0
6
𝑖=0   

=  𝐼2.3 [  
𝛤(4.5)

𝛤(2.2)
 𝑥1.2 −

1

99
 𝑥5.5 −

1

11
 𝑥  ]  
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 ومنه

 𝑎0+ 𝑎1(1 − 𝑥) +  𝑎2 (1 − 2𝑥 + 0.5 𝑥2) +  𝑎3 (1 − 3𝑥 + 1.5 𝑥2 − (1 ÷ 6) 𝑥3) +  𝑎4(
1

24
(24 −

96𝑥 + 72𝑥2 − 16𝑥3 + 𝑥4)) +  𝑎5(
1

120
(120 − 600𝑥 + 600𝑥2 − 200𝑥3 + 25𝑥4 − 𝑥5)) +

 𝑎6(
1

720
(720 − 4320𝑥 + 5400𝑥2 − 2400𝑥3 + 450𝑥4 − 36𝑥5 + 𝑥6))   

− [3.387884554744551 × 10−8𝑥3.3 ((833308.8618897  + 193792.75857900002 𝑥) 𝑎0 +

(277769.62062989996  + 193792.75857900002 𝑥 − 36564.67143000001 𝑥2) 𝑎1 −
69442.40515747492  𝑎2 + 193792.75857900002 𝑥  𝑎2 − 73129.34286000002 𝑥2 𝑎2 +
5803.9160999999995 𝑥3 𝑎2 − 263881.1395984049  𝑎3 + 193792.75857900002  𝑎3 −
109694.01429 𝑥2 𝑎3 + 17411.7483 𝑥3 𝑎3 − 795.0569999999999 𝑥4 𝑎3 −
349526.7726259573  𝑎4 + 193792.75857900002 𝑥  𝑎4 − 146258.68572000004 𝑥2 𝑎4 +
34823.4966 𝑥3 𝑎4 − 3180.2279999999996 𝑥4 𝑎4 + 95.79 𝑥5 𝑎4 − 360769.8286990723 𝑎5 +
193792.75857900002 𝑥 𝑎5 − 182823.35715 𝑥2 𝑎5 + 58039.16099999998 𝑥3 𝑎5 −
7950.570000000001 𝑥4 𝑎5 + 478.95 𝑥5 𝑎5 − 10.3 𝑥6 𝑎5 − 324105.8921665247 𝑎6 +
193792.75857900002 𝑥  𝑎6 − 219388.02858 𝑥2 𝑎6 + 87058.74149999999 𝑥3 𝑎6 −
15901.140000000001 𝑥4 𝑎6 + 1436.8499999999997 𝑥5 𝑎6 − 61.80000000000001 𝑥6 𝑎6 +

𝑥7 𝑎6)]  =   0.857109621959463(1.1667119051981603 𝑥2.2 𝑥1.2999999999999998 −

0.011977482333213564 𝑥3.3 − 0.00012880488827572852𝑥6.5𝑥1.2999999999999998)     

𝑥𝑖}نأخذ سبع نقاط تجميع ناتجة عن التجزئة المنتظمةة = 𝑥0 + 𝑖 ∗ ℎ ; 𝑖 = 1,2, … ℎ }حية    {7, = 0.1 , 𝑥0 =
0 }: 

على المعادلة الأولى نحصل  : (𝑥 = 𝑥0 = 0.1) الأولى من أجل النقطة      
 𝑎0 + 0.9 𝑎1 + 0.805 𝑎2 + 0.7148333333333334 𝑎3 + 0.6293374999999999 𝑎4 +
0.5483540833333334 𝑎5 − 1.697964487840985 × 10−11(852688.1377476001 𝑎0 +
296783.24977349996 𝑎1 − 50788.6188120749 𝑎2 − 245581.4716408048 𝑎3 −
331575.5771935574 𝑎4 − 343161.5375294724 𝑎5 − 306835.0136601248 𝑎6) +
0.47172866805555563 𝑎6 = 0.0003110825684311468  

نحصل على المعادلة الثانية  : (𝑥 = 𝑥1 = 0.2) الثانية من أجل النقطة      
 𝑎0 + 0.8  𝑎1 + 0.62 𝑎2 + 0.4586666666666666 𝑎3 + 0.3147333333333332 𝑎4 +
0.18699733333333335 𝑎5 − 1.672351594610793 × 10−10(872067.4136055 𝑎0 +
315065.58548849996 𝑎1 − 33562.59582727492 𝑎2 − 229372.32655900484 𝑎3 −
316345.0380781573 𝑎4 − 328872.46628847223 𝑎5 − 293451.37763632473 𝑎6) +
0.07431742222222225 𝑎6 = 0.0035270325411831042  

نحصل على المعادلة الثالثة  : (𝑥 = 𝑥2 = 0.3) الثالثة  من أجل النقطة     
 𝑎0 + 0.7  𝑎1 + 0.445 𝑎2 + 0.23050000000000007 𝑎3 + 0.0523375000000001 𝑎4 −
0.09333275000000002 𝑎5 − 6.374244875782783 × 10−10(891446.6894634 𝑎0 +
332616.62777489994 𝑎1 − 17729.512706474918 𝑎2 − 215152.09606840485 𝑎3 −
303637.5194359573 𝑎4 − 317582.28919907234 𝑎5 − 283487.7536665247 𝑎6) −
0.21005798750000004 𝑎6 = 0.014595346573856693  

نحصل على المعادلة الرابعة  : (𝑥 = 𝑥3 = 0.4) الرابعة  من أجل النقطة     
 𝑎0 + 0.6 𝑎1 + 0.27999999999999997 𝑎2 + 0.029333333333333357 𝑎3 −
0.1616000000000001 𝑎4 − 0.30141866666666656 𝑎5 − 1.647125058282831 ×
10−9(910825.9653213001 𝑎0 + 349436.3766327 𝑎1 − 3254.5459530749067 𝑎2 −
202821.08002120483 𝑎3 − 293262.7880743573 𝑎4 − 308988.6284402723 𝑎5 −
276511.7211861247 𝑎6) − 0.3978396444444443 𝑎6 = 0.03997795299852192  

نحصل على المعادلة الخامسة  : (𝑥 = 𝑥4 = 0.5) الخامسة من أجل النقطة      
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 𝑎0 + 0.5 𝑎1 + 0.125 𝑎2 − 0.14583333333333331 𝑎3 − 0.33072916666666663 𝑎4 −
0.44557291666666665 𝑎5 − 3.439771685211924 × 10−9(930205.2411792001 𝑎0 +
365524.83206189994 𝑎1 + 9897.127929525086 𝑎2 − 192281.48640640487 𝑎3 −
285037.8985039573 𝑎4 − 302806.4979470724 𝑎5 − 272124.0548345247 𝑎6) −
0.5041449652777777 𝑎6 = 0.08734552782595552  

نحصل على المعادلة السادسة  : (𝑥 = 𝑥5 = 0.6) السادسة  من أجل النقطة     
 𝑎0 + 0.4 𝑎1 − 0.019999999999999962 𝑎2 − 0.2959999999999999 𝑎3 −
0.4585999999999998 𝑎4 − 0.5336479999999999 𝑎5 − 6.278092774489946 ×
10−9(949584.5170371 𝑎0 + 380881.99406249996 𝑎1 + 21760.332437925084 𝑎2 −
183437.43134980492 𝑎3 − 278787.07799055736 𝑎4 − 298767.75462647225 𝑎5 −
269957.15277912474 𝑎6) − 0.5428232000000002 𝑎6 = 0.16540843031294122  

نحصل على المعادلة السابعة  : (𝑥 = 𝑥6 = 0.7) السابعة من أجل النقطة      
 𝑎0 + 0.3 𝑎1 − 0.15499999999999994 𝑎2 − 0.4221666666666667 𝑎3 −
0.5486624999999996 𝑎4 − 0.573046416666667 𝑎5 − 1.044124135847819 ×
10−8(968963.7928950001 𝑎0 + 395507.8626344999 𝑎1 +
32369.89106872506 𝑎2 − 176194.93911400487 𝑎3 − 274341.6116071573 𝑎4 −
296620.55698947224 𝑎5 − 269673.50751932466 𝑎6) − 0.5265109319444449 𝑎6 =
0.2838036345619834  

  :شكل المعادلات السبعة المذكورة جملة معادلات خطية، بحلها نحصل على قيم المعاملات الاتَيةت

{  

𝑎0 = 42.87727308540163   ,   𝑎1 = −246.01260496969667  ,  𝑎2 = 614.3592986727573
𝑎3 = −852.6832291692599   ,   𝑎4 = 688.8052594700888    

𝑎5 = −304.1966768079986   ,   𝑎6 = 56.8505983796926
 (24) 

 :( فنحصل على الحل التقريبي8)في العلاقة قيم هذه المعاملات  نعوض
�̅�6(𝑥) = 
−0.00008133901496876206 + 0.0024510134444426512 𝑥 −
              0.03331219954338849 𝑥2 + 0.40283196250646824 𝑥3 +
              0.8575354635618666 𝑥4 − 0.3075576122513084 𝑥5 +
              0.07895916441623972 𝑥6  .                                                                                                    
(25) 

𝑛) مع تقريب برنشتاين لأجل المقترحةباستخدام الطريقة العددية  =   :، نحصل على قيم المعاملات الاتَية(6

{  

𝑐0 = − 0.00008133900836943748  ,  𝑐1 = 0.000327163207008687,
𝑐2 = −0.0014851477938742663   ,  𝑐3 = 0.01462332584661802 ,

 𝑐4 = 0.12596321364956417,  𝑐5 = 0.4157545727482782   ,   𝑐6 = 1.0008264532790938 
  (26) 

 :( فنحصل على الحل التقريبي6)في العلاقة قيم هذه المعاملات  نعوض
�̅�6(𝑥) =
−0.00008133900836943748 + 0.0024510132922687467 𝑥 −
      0.033312198243916166 𝑥2 + 0.40283195715272635 𝑥3 +
0.8575354749516346 𝑥4 −       0.30755762430724176 𝑥5 +
0.07895916944199144 𝑥6  .                                                 (27) 
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 بإستخدام تقريبات برنشتاين و لاغير(:  مقارنات للحل العددي والخطأ المطلق الناتج عنه بالطريقة المقترحة 1الجدول)
 (𝑛 = 6) تقريب لاغيرالطريقة المقترحة مع    (𝑛 = 6) تقريب برنشتاينيقة المقترحة مع الطر  

𝑥 الخطأ المطلق الحل العددي الخطأ المطلق الحل العددي الحل الدقيق 
1

8⁄  0.000690533966 0.000691590260373687 1.05629 E-6 0.0006915902602312791 
 

1.05629 E-6 

2
8⁄  0.0078125 0.007812327102428185 1.72898 E-7 0.007812327102483668 1.72898 E-7 

3
8⁄  0.0322930777 0.032293255204667304 1.77541 E-7 0.03229325520442185 1.77541 E-7 

4
8⁄  0.0883883476 0.0883886411684216 2.93520 E-7 0.08838864116828368 2.93520 E-7 

5
8⁄  0.193010111 0.19301049444331397 3.83349 E-7 0.19301049444316193 3.83349 E-7 

6
8⁄  0.365354467 0.36536129508934323 6.82787 E-6 0.3653612950916475 6.82787 E-6 

7
8⁄  0.626654533 0.6267835893621054 1.29056 E-4 0.6267835893924638 1.29056 E-4 

 
 

 Li : واخَرون و طريقة  pecahan(:  الأخطاء المطلقة الناتجة عن الحل العددي لطريقة2الجدول)

 [20] Li الخطأ المطلق لطريقة   [19]واخَرون  pecahan الخطأ المطلق لطريقة  

𝑥  
(𝑛 = 8) 

 
(𝑛 = 32) 

LWM 
(m=2,k=5) 

 
(m=6,n=2) 

 
(m=7,n=2) 

GHM CASW GHM CASW 

1
8⁄  1.2316 E-4 7.2373 E-3 4.2465 E-6 1.0174 E-4 6.64 E-5 9.89 E-6 6.76 E-6 

2
8⁄  3.1235 E-4 6.2642 E-3 5.6172 E-5 4.1987 E-4 4.53 E-5 2.47 E-5 1.69 E-5 

3
8⁄  4.6237 E-4 3.1236 E-3 6.2164 E-5 9.2364 E-4 3.14 E-5 4.21 E-5 2.89 E-5 

4
8⁄  2.8236 E-3 5.2374 E-2 6.9423 E-5 4.1726 E-3 7.37 E-5 6.15 E-5 4.20 E-5 

5
8⁄  4.1327 E-3 3.6285 E-2 3.2375 E-4 8.1648 E-3 2.44 E-4 8.16 E-5 5.70 E-5 

6
8⁄  5.2321 E-3 2.2364 E-2 4.5421 E-4 2.3112 E-2 3.81 E-4 1.03 E-4 7.30 E-5 

7
8⁄  6.0432 E-3 9.1287 E-1 6.2376 E-4 8.0723 E-2 6.02 E-4 1.25 E-4 9.02 E-5 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝒏باستخدام تقريب برنشتاين لأجل (: الحل بالطريقة المقترحة )1الشكل) =  الحل الدقيق.مع ( 𝟔
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 [21]التكاملية الكسرية الَاتية: -فاضليةالت فريدهولم-فولتيرا لتكن معادلة (:2لمثال)

𝐷0.25𝑢(𝑥) =
𝛤(3)

𝛤(2.75)
 𝑥1.75 +

𝛤(4)

𝛤(3.75)
 𝑥2.75 −

√𝜋 𝛤(3)

2 𝛤(7
2⁄ )

 𝑥
5

2⁄ −
√𝜋 𝛤(4)

2 𝛤(9
2⁄ )

 𝑥
7

2⁄ −
7𝑥

36
+

3

20
+

1

2
∫  

𝑢(𝑡)

(𝑥−𝑡)
1

2⁄
 𝑑𝑡 +

𝑥

0

1

3
∫ (𝑥 − 𝑡) 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 

1

0
    , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1                                                                                                          

       (28) 

. 𝑢(0) = حي :     0 {𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥3 }  :مع الحل الدقيق 

𝑛) نحصل على قيم المعاملات الاتَية : = 3) مع تقريب لاغير لأجل  المقترحةطريقة العددية باستخدام ال  الحل: 

{
𝑎0 = 7.999999999998431 ,   𝑎1 = −21.999999999994895

   
  𝑎2 = 19.99999999999447  ,   𝑎3 = −5.999999999997999

                                              (29) 

 
 :فنحصل على الحل التقريبي (8) في العلاقةقيم هذه المعاملات  نعوض

�̅�3(𝑥) = 7.999999999998431  − 21.999999999994895 (1 − 𝑥) + 
      9.999999999997234(2 − 4𝑥 + 𝑥2) − 0.9999999999996665 (6 − 18𝑥 + 9𝑥2 −
𝑥3)   (30) 

𝑛) نحصل على قيم المعاملات الاتَية : = 3) ريب برنشتاين لأجل مع تق المقترحةباستخدام الطريقة العددية     

{
𝑐0 = 3.465426803633579 × 10−16 ,   𝑐1 = −5.519883348373985 × 10−16

   
  𝑐2 = 0.33333333333333565   ,   𝑐3 =  1.9999999999999953

                          (31) 

 :فنحصل على الحل التقريبي (6)في العلاقة قيم هذه المعاملات  نعوض
�̅�3(𝑥) =

3.465426803633579 × 10−16 − 2.695593045602269 × 10−15 𝑥 +

    1.0000000000000113 𝑥2 + 0.9999999999999865 𝑥3  .                                                   (32) 
 

 :باستخدام تقريبات برنشتاين و لاغيررحة (:  مقارنات للحل العددي والخطأ المطلق الناتج عنه بالطريقة المقت3الجدول)

 
 تقريب لاغير.أفضل من  رنشتاينتقريب ب(: أظهرت النتائج العددية أنَّ 3في الجدول)

 (𝑛 = 3) تقريب لاغيرالطريقة المقترحة مع   (𝑛 = 3) تقريب برنشتاينالطريقة المقترحة مع   

x الخطأ المطلق الحل العددي الخطأ المطلق الحل العددي الحل الدقيق 
1

8⁄  0.017578125 0.017578125 0.0 0.01757812500000016 1.56125  E-16 

2
8⁄  0.078125 0.07812500000000355 3.55271 E-15 0.07812500000000017 1.66533  E-16 

3
8⁄  0.193359375 0.19335937500000355 3.55271 E-15 0.1933593750000002 1.94289 E-16 

4
8⁄  0.375 0.375 0.0 0.3750000000000001 1.11022 E-16 

5
8⁄  0.634765625 0.634765624999988 1.19904 E-14 0.6347656249999998 2.22045 E-16 

6
8⁄  0.984375 0.9843749999999631 3.68594 E-14 0.984374999999999 9.99201 E-16 

7
8⁄  1.43554688 1.4355468749999232 7.68274 E-14 1.4355468749999976 2.44249 E-15 
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 [22]التكاملية الكسرية التالية: -التفاضلية فولتيرا  لتكن معادلة (:3المثال)

       𝐷
1

3⁄ 𝑢(𝑥) =  
3√𝜋

4𝛤(
13

6
)
 𝑥

7

6 −
2

63
 𝑥

9

2 (9 + 7𝑥2) + ∫ (𝑥𝜏 + 𝑥2𝜏2) 𝑢(𝜏) 𝑑𝜏
𝑥

0
     ,  0 ≤ 𝑥 ≤ 1    

(33)        

𝑢(𝑥) }مع الحل الدقيق:    = 𝑥
3

2   ,   𝑢(0) = 0 }. 

𝑛) نحصل على قيم المعاملات الاتَية: = 8) مع تقريب لاغير لأجل  المقترحةباستخدام الطريقة العددية  : الحل   

{   

𝑎0 = 14084.972175160892 ,  𝑎1 = −120932.0339900285 ,  𝑎2 = 454574.07512987434
𝑎3 = −977061.3110105841 , 𝑎4 = 1313468.576060324  , 𝑎5 = −1130872.805641592  
𝑎6 = 609007.2758997582 , 𝑎7 = −187563.70681607086 , 𝑎8 = 25294.95553630142

 (34) 

 :( نحصل على الحل التقريبي8بتعويض قيم هذه المعاملات في العلاقة )
�̅�8(𝑥) =
−0.002656857017427683 + 0.18875223444774747 𝑥 +
              1.7962097311392426 𝑥2 − 3.037713391473517 𝑥3 +
5.45147197303595 𝑥4 −               7.087638769568002 𝑥5 +
6.000115560697054 𝑥6 − 2.935701879829459 𝑥7 +
              0.6273550480233486 𝑥8 .                                                                                                      
(35) 

: نحصل على الحل التقريبي  (𝑛 = مع تقريب برنشتاين لأجل  المقترحةباستخدام الطريقة العددية  (8   

�̅�8(𝑥) =
−0.002656783259744807 + 0.18875039370947685 𝑥 +
            1.796228496943602 𝑥2 − 3.0378137501154985 𝑥3 +
5.451783699499181 𝑥4 −             7.0882215952093475 𝑥5 +

 
 [21]واخَرون في  Yi الحل العددي مع الحل الدقيق بطريقة    (:3الشكل)

 

 

 
باستخدام تقريب برنشتاين لأجل  )  بالطريقة المقترحة العددي الحل  (: 2الشكل)

𝒏 =  ( مع الحل الدقيق. 𝟑
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6.00076193580837 𝑥6 − 2.9360932523307355 𝑥7 +
            0.6274545996977263 𝑥8 .                                                                                                    
 (36) 
 

 
 
 

: بإستخدام تقريبات برنشتاين و لاغير(:  الحل العددي والأخطاء المطلقة الناتجة عنه بالطريقة المقترحة 4الجدول)  

 
 واخَرون : Kumar(:  الأخطاء المطلقة الناتجة عن الحل العددي لطريقة 5الجدول)

 [22]الخطأ المطلق  

𝑥 الحل الدقيق Linear scheme 
𝑆1(𝑛 = 10) 

Quadratic scheme 
𝑆2(𝑛 = 10) 

Quadratic-linear scheme 
𝑆3(𝑛 = 10) 

0.2 0.0894427191 3.745 E-3 1.645 E-4 6.55 E-4 

 (𝑛 = 8) تقريب لاغيرالطريقة المقترحة مع   (𝑛 = 8) تقريب برنشتاينالطريقة المقترحة مع   

𝑥 الخطأ المطلق الحل العددي الخطأ المطلق الحل العددي الحل الدقيق 
0.1 0.0316227766 0.03162273397579708 4.26259  E-8 0.03162273691167781 3.96900  E-8 

0.2 0.0894427191 0.08944261917724489 9.99227  E-8 0.08944262142173956 9.76783 E-8 

0.3 0.1643167673 0.16431659532851461 1.71923  E-7 0.1643165969676943 1.70284 E-7 

0.4 0.2529822128 0.25298196097996417 2.51834  E-7 0.252981961650776 2.51163 E-7 

0.5 0.3535533906 0.35355304617887895 3.44414  E-7 0.35355304667810455 3.43915 E-7 

0.6 0.4647580015 0.4647575545070154 4.47038  E-7 0.4647575547101938 4.46835 E-7 

0.7 0.5856620186 0.5856614471638548 5.71410   E-7 0.5856614477859742 5.70788 E-7 

0.8 0.7155417528 0.7155410483472655 7.04453  E-7 0.7155410474518531 7.05348 E-7 

0.9 0.8538149682 0.8538140007386432 9.67507  E-7 0.8538139994159216 9.6883    E-7 

1.0 1.0 1.0001936494549373 1.93649 E-4 1.0001937447430274 1.93745  E-4 

 

𝒏باستخدام تقريب لاغير لأجل (: الحل العددي بالطريقة المقترحة )4الشكل) =  مع الحل الدقيق. (𝟖
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0.4 0.2529822128 3.844 E-3 6.33  E-4 6.55 E-4 

0.6 0.4647580015 4.052 E-3 4.99  E-4 5.83 E-4 

0.8 0.715542 4.698 E-3 4.97  E-4 7.22 E-4 

1.0 1.0 6.34   E-3 6.10  E-4 1.15 E-3 

 

 :Mathematicaالبرامج بلغة 

𝑛)( لأجل1للمثال) Mathematicaبرنامج  = 6): 

Clear[I1,I2,I3,J,JF,c[0.],c[1.],c[2.],c[3.],c[4.],c[5.],c[6.],ψ,YN,R] 

α=2.3; 

ψ=(Gamma[4.5]/Gamma[2.2])*x^1.2-(1/99)*x^5.5-(1/11)*x; 

YN=0; 

For[i=0,i<=6,YN=YN+c[i-1.]*LaguerreL[i-1,t],i++] 

I1=Integrate[0.25*(x-t)*(YN),{t,0,x}]; 

I2=Integrate[0.5*x *t*(YN),{t,0,1}]; 

I3=I1+I2; 

J=(1/Gamma[α])*Integrate[((t-x)^(α-1))*I3,{x,0,t}]; 

JF=(1/Gamma[α])*Integrate[((t-x)^(α-1))*ψ,{x,0,t}] 

R[t_]=YN-J-JF; 

NSolve[{R[0.1]==0,R[0.2]==0,R[0.3]==0,R[0.4]==0,R[0.5]==0,R[0.6]==0,R[0.7]==0},{c

[0.],c[1.],c[2.],c[3.],c[4.],c[5.],c[6.]}]; 

Plot[{𝑥^3.5, 𝑢𝑛[𝑥]}, {𝑥, 0,1}, PlotStyle →
{Directive[Orange, Thick], Directive[Blue, Dashed, Thick]}, AspectRatio →
1, AxesStyle → {Directive[ColorFunction → Hue, 15], Black}, PlotLegends →
"Expressions", AxesLabel → {"x", "y"}]  

𝒏)( لأجل2للمثال) Mathematicaبرنامج  = 𝟑): 

 

Clear[I1,I2,I3,J,JF,c[0.],c[1.],c[2.],c[3.],ψ,YN,R] 

α=0.25; 

ψ=(Gamma[3]/Gamma[2.75])*x^(1.75)+(Gamma[4]/Gamma[3.75])*x^(2.75)-(Sqrt[Pi]* 

Gamma[3]/(2Gamma[3.5]))*x^(2.5)-(Sqrt[Pi]* Gamma[4]/(2Gamma[4.5]))*x^(3.5)-

(7x/36)+(3/20); 

YN=0; 

For[i=0,i<=3,YN=YN+c[i-1.]*LaguerreL[i-1,t],i++] 

I1=Integrate[0.5*((x-t)^(-0.5))*(YN),{t,0,x}]; 

I2=Integrate[(1/3)*(x-t)*(YN),{t,0,1}]; 

I3=I1+I2; 

J=(1/Gamma[α])*Integrate[((t-x)^(α-1))*(I3),{x,0,t}]; 

JF=(1/Gamma[α])*Integrate[((t-x)^(α-1))*ψ,{x,0,t}]; 

R[t_]=YN-J-JF; 

NSolve[{R[0.1]==0,R[0.2]==0,R[0.3]==0,R[0.4]==0},{c[0.],c[1.],c[2.],c[3.]}]; 

Plot[{𝑥^2 + 𝑥^3, 𝑢𝑛[𝑥]}, {𝑥, 0,1}, PlotStyle →
{Directive[Orange, Thick], Directive[Blue, Dashed, Thick]}, AspectRatio →
1, AxesStyle → {Directive[ColorFunction → Hue, 15], Black}, PlotLegends →
"Expressions", AxesLabel → {"x", "y"}]  
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والتوصيات: الاستنتاجات  
وفق  ذات المشتق الكسري التكاملية -التفاضلية فريدهولم-في عملنا هذا طريقة عددية لحل معادلة فولتيرا استخدمنا
شتق كابوتو الكسري، وقد بينت النتائج العددية دقة الطريقة وفعاليتها مقارنة مع طرائق أخرى مثل الطريقة مفهوم م

مويجات  وطريقة [20]المعممة  Hatدوال  وطريقة [19] الهجينية من كثيرات حدود برنولي ودوال القطع النبضية
سوم البيانية تقارب الحل العددي من الحل ، حيث بيّنت الر [22] وكذلك مع ثلاث مخططات عددية [21] ليجندر

-لمعادلة فولتيراالتحليلي على طول مجال الحل. نظراً لنجاح الطريقة المقترحة إلى حد كبير في إيجاد الحل التقريبي 
التكاملية الكسرية، -التفاضلية فريدهولم-الكسرية، نوصي بحل جمل معادلات فولتيرا التكاملية-التفاضلية فريدهولم

 التكاملية الكسرية المختلطة اللّاخطية.-التفاضلية فريدهولم-فولتيراير الطريقة لإيجاد الحل التقريبي لمعادلة وتطو 
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