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  ABSTRACT    

Based on the electric multipole theory, which has been extensively studied in electrostatics, 

and by exploiting the symmetry in the vacuum field effects of electric and magnetic fields 

in Maxwell’s equations, this work presents a comprehensive classical study of magnetic 

multipole moments. 

We first define the magnetic monopole according to the Dirac–Schwinger quantization 

condition, and then extend the analysis to include quantum effects from the perspective of 

quantum mechanics principles. To carry out this study, we employ the generating function 

method for spherical harmonics (Legendre functions). 

It is shown, through the expansion of the generating function, that the terms of the series 

correspond to multipole moments: the constant term represents the monopole, the second 

term the dipole, and so on. 

Our results indicate that the magnetic monopole can exist in nature under the quantization 

condition proposed by Dirac and Schwinger. Furthermore, we find that the quantization 

conditions can be determined mathematically from the recurrence relations that connect 

different spherical harmonics of various orders, where both the functions and their 

derivatives are quantized. This is expressed through the dependence of the orbital and 

magnetic angular momentum quantum numbers (l,m)(l, m)(l,m), respectively. 
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المغناطيسي بتكميم العزم المغناطيسي لمتعدد الأقطا  
 

    *د. محمد هاني حمبي

 

 (2026/ 7/  21قبل لمنشر في  . 2026/  5/  22تاريخ الإيداع)
 

 ممخّص  
التناظر  ـوباستخدا استناداً لمنظرية الكيربائية لمتعدد الأقطاب الكيربائي والتي درست بإسياب في التحريؾ الكيربائي،

الآثار الفراغية بيف الحقوؿ الكيربائية والحقوؿ المغناطيسية في معادلات ماكسويؿ تـ في ىذا البحث دراسة موسعة  يف
 العزوـ المغناطيسية لمتعدد الأقطاب المغناطيسي كلاسيكياً، عرفنا أولًا وحيد القطب المغناطيسي وفؽ تكميـ

ميكانيؾ الكـ. أستخدمنا لإتماـ  ئه الدراسة لتشمؿ الآثار الكوانتية مف وجية نظر مبادشوينجر وقمنا بتمديد ىذ-ديراؾ 
الدراسة طريقة تابع التوليد لمتوافقيات الكروية )توابع ليجندر(، تبيف مف خلاؿ نشر تابع التوليد اف حدود النشر تمثؿ 

ثنائي القطب وىكذا.... وجدنا أف أحادي عزوـ متعدد الأقطاب حيث يمثؿ الحد الثابت وحيد القطب والحد الثاني 
القطب المغناطيسي يمكف اف يتواجد في الطبيعة تحت شرط التكميـ الذي اقترحو ديراؾ وشوينجر. كما وجدنا اف شروط 
التكميـ يمكف اف تتحدد رياضياً مف العلاقات التكرارية التي تربط التوافقيات المختمفة ليذه التوابع مف مراتب مختمفة 

 عمى التوالي.  ي( العزـ الزاوي المداري والمغناطيسl, mمو ىي ومشتقاتيا مف خلاؿ تابعية الصيغ المختمفة لػػػػػ )مكمّ 
 

 شوينجر. -متعدد القطب المغناطيسي، توابع ليجندر، تكميـ متعدد الأقطاب المغناطيسي، شرط تكميـ ديراؾ فتاحية:مالكممات ال
 

، يحتفظ المؤلفوف بحقوؽ النشر بموجب اسوري -اللاذقية )تشريف سابقاً(جامعة مجمة  : حقوق النشر 
 CC BY-NC-SA 04الترخيص 
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 :مقدمة
 يأخذ تكميـ الظواىر الفيزيائية الحيز الأىـ في الفيزياء المعاصرة لإف مفيوـ التكميـ ىو تعميـ لمميكانيؾ الكلاسيكي 
مف جية كما اف الميكانيؾ الكلاسيكي فشؿ في تفسير ظواىر كثيرة مف جية ثانية مثؿ مفعوؿ كومبتوف والمفعوؿ 

. إذا لفيـ مثؿ ىذه الظواىر لا بد مف المجوء الى مفاىيـ دالكيرضوئي ومسألة استقرار الذرة وأشاع الجسـ الأسو 
 مدروسة  ةلتفاعؿ الأثار المتبادلة بيف مكونات جممة فيزيائي وفرضيات لفيزياء المعاصرة التي تستند الى النظرية الكمية

تستند الدراسة الكلاسيكية لجممة فيزيائية ما عمى قوانيف نيوتف ومعادلات ىاميمتوف ولاغراج، في حيف تستد الدراسة [1-3].
 الكوانتية عمى معادلة شرودينجر، ديراؾ ومبدأ ىايزنبرؾ.

لجيرية في حيف يدرس الميكانيؾ الكمي الجمؿ المجيرية وتفاعؿ الأشعاع مع المواد يدرس الميكانيؾ الكلاسيكي الجمؿ ا
المختمفة. عند حؿ معادلة شرودنجر لجممة ما )الكترونات مثلًا( نستطيع إيجاد طاقة ىذه الجممة بدقة جيدة وبتطبيؽ 

ة. تكوف النتائج التي نحصؿ عمييا مف نظرية الأضطراب نستطيع تقريب النتائج الى الدقة التي تتطمبيا التطبيقات العممي
الدراسة الكلاسيكية مقادير مستمرة بالنسبة للإحداثات والزمف في حيف تبيّف الدراسة الكمية اف ىذه المقادير تأخذ قيـ 

بيف ىذه المكونات وبماىية ىذه  دمتقطعة )مكمّمة(. تتعمؽ التأثيرات المتبادلة بيف مكونات جممة فيزيائية بالأبعا
لؼ ذاتي .....(. تُدرس الجمؿ الفيزيائية  ـأي بطبيعة ىذه المكونات )كتمة، شحنة، كتمة مغناطيسيو، عز  توناالمك

إحصائياً حسب نوع الجسيمات جسيمات جيرية، أو مجيرية نستخدـ إحصاء ماكسوي بولتزماف لدراسة الجمؿ الجيرية، 
حسب نوع الجسيمات فيرميونت أـ بوزونات التي بدورىا ديراؾ، بوز أينشتايف(، -كما نستخدـ الأحصاء الكمي )فيرمي 

تتبع سبيف الجسيـ، في حاؿ الفيرميونات يكوف عزـ المؼ الذاتي )السبيف( نصؼ عدد صحيح مف ثابت بلانؾ وفي 
حاؿ البوزونات يكوف مساوياً عدد صحيح مف ثابت بلانؾ. نستطيع في الدراسة الإحصائية حساب وسطي مقدار 

وعندىا يكوف وسطي مقدار ما وليكف الطاقة عمى سبيؿ المثاؿ  عمعرفة نوع الجسيـ أي نعرؼ نوع التوز  فيزيائي ما بعد
 معطى بالصيغة الرياضية الآتيو:

𝐸̅ = ∫ 𝐸
𝐸2

𝐸1

. 𝑓(𝐸). 𝑔(𝐸)𝑑𝐸 

 كثافة التوزع.  𝒈(𝑬)تابع التوزع و  𝒇(𝑬)حيث:
نتائج  [4,5]يمكف دراسة الذرة كجممة متعدد الأقطاب كونيا مكونة مف الكترونات وبروتونات وأعطت الدراسة التحميمية  

مف  [4]جيدة حيث تـ حؿ معادلة شرودنجر لمجممة بشكؿ مستقؿ عف الحقؿ الخارجي المطبؽ وتمكف الباحثاف في 
ثؿ ىذه الجمؿ. في مكاف آخر تـ حؿ مسألة التكميـ بإدخاؿ تكميـ الجممة والتوصؿ الى تكميـ لانداو المعروؼ في م

قاـ الباحث بدراسة  [7]. في دراسة أخرى وىي عبارة عف رسالة ماجستير في جامعة ميونخ [6]مؤثرات اليدـ والبناء 
تعدد تفاعؿ الذرات كتقريب لثنائيات أقطاب في تفاعؿ الإشعاع مع المادة. مف ىنا تأتي أىمية دراسة الثنائيات وم

الأقطاب كجممة فيزيائية مستقمة وكأنيا مجموعة جسيمات أو أشياء كلاسيكية ومف ثـ تناوليا مف وجية نظريات الكـ 
( اف معادلات ماكسويؿ تصؼ الظواىر Electrodynamic Theory)ُ  يالمعروفة. نعمـ مف نظرية التحريؾ الكير طيس
 اطسية والكيربائية. تعطى ىذه المعادلات في غياب الشحنات كما يمي:الكلاسيكية بدقة كبيرة وذلؾ في غياب الشحنات المغن

∇.⃗⃗⃗  𝐸⃗ = 0  , ∇⃗⃗ × 𝐸⃗ = −
𝜕𝐵⃗ 

𝜕𝑡
  , ∇⃗⃗ . 𝐵⃗ = 0 , ∇⃗⃗ × 𝐵⃗ =

𝜕𝐸⃗ 

𝜕𝑡
                   (1) 
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 ليذه المعادلات تناظر رائع عند عدـ وجود شحنات مف أي نوع. وذلؾ عندما نجري التحويؿ الآتي:
𝐸⃗ → 𝐵⃗    , 𝐵⃗ → −𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗                  (2) 

اف الحقوؿ الكيربائية والمغناطيسية تتصرؼ بنفس الطريقة، ىذه الازدواجية  يحيث تبقى ىذه المعادلات بدوف تغيير، أ
(Duality( تبيف أف خطوط الحقؿ المغناطيسي حوؿ شحنة مغناطيسيو )g يجب اف تحقؽ علاقة مناظرة لما يحققو )

 غ الرياضية لعلاقة الحقوؿ والقوى والكموف أي:الحقؿ الكيربائي فيما يخصّ الصي
𝐸⃗ (𝑟 ) =

𝑞

4𝜋𝑟3
𝑟̂,   𝐹 = 𝑞(𝐸⃗ + 𝑣 × 𝐵⃗ ),   𝐵⃗ (𝑟 ) =

𝑔

4𝜋𝑟3
𝑟̂ , 𝐹 = 𝑔(𝐵⃗ + 𝑣 × 𝐸⃗ )        (3) 

⃗⃗  𝐸حيث   ⃗⃗ ,    𝐵⃗    الحقميف المغناطيسي والكيربائي عمى التوالي. ذا افترضنا وجود شحنات ىذا يعني اف ىذا التناظر تـ
بدلًا  ∅   ,  𝐴الكمي بواسطة كمونات سمميّو وشعاعيّة:   ؾصؼ القوى في الألكتروديناميكسره ويصبح غير محقؽ. تو 

لوحدىا فقط. ىذه الكمونات ىي تعميـ نظري ينتج مف سياؽ النظرية الكيرطيسية. وتكتب     𝐵⃗  ,    𝐸⃗عف الحقوؿ: 
 الحقوؿ بتابعيّة ىذه الكمونات كما يمي:

𝐸⃗ = −
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
− ∇⃗⃗ ∅,       𝐵⃗ = ∇⃗⃗ × 𝐴                     (4) 

نستخدـ جممة إحداثيات كما في الشكؿ الآتي لحساب الكموف والحقؿ المطموب في البحث سواء كاف توزع الشحنات 
 منفصلًا أـ مستمراً:

 

 
 
 
 
 

 المستخدمة في حساب الكمون والحقل الناتج عن توزع حجمي لمشحنات ت( جممة الإحداثيا1الشكل )
𝜌(𝑥′)  الكثافة في واحدة الحجـ لمشحنات أو لمعزوـ المغناطيسية التي يتـ حسابيا في الموضع𝑥 [6]. 

( ليست 4فاف الكمونات ) ي( لمحقوؿ لا يحقؽ التناظر الذي اشرنا اليو سابقاً في حالة وجود شحنات بالتال4اف التعريؼ )
( 4)تحقؽ الشروط  يوالقياس. في ىذه الحالة وبالتالي يوجد عدد لا نيائي مف الحموؿ الت ةمقادير فيزيائية قابمة لمملاحظ

 (:4. إذا أخذنا الصيغ الآتية لمكمونات )[7,8]وبكلاـ آخر يوجد عدد لانيائي مف الكمونات تحقؽ معادلات ماكسويؿ 

∅ = ∅ −
𝜕𝜆

𝜕𝑡
    ,   𝐴⃗ = 𝐴⃗ + ∇𝜆⃗⃗  ⃗                (5) 

( يحظر وجود الشحنات وىذا ينتج مباشرة مف كوف 4لا تتغيّر تحت ىذا التحويؿ مما يبيّف اف التوصيؼ ) فاف الكمونات
 .[9]تفرّؽ دوار شعاع معدوـ وفؽ خواص الأشعة 

ندرس في ىذا البحث جممة مكوّنة مف مجموعة رباعيات أقطاب عمى انيا بنية فيزيائية مكونة مف جسيمات كؿٍ منيا 
ومتساوييف بالكتمة المغناطسية. في حالة شحنة كيربائية أو مغناطيسو  ةاطيسييف مختمفة بالإشار مكوف مف قطبيف مغن

1مف الشحنة متناسباً مع مقموب البعد أي مع  rيكوف لكموف الكيربائي)المغناطيسي( عمى بعد 

𝑟
وىو نفس التناسب   

ا نشكؿ ثنائي أو باعي قطب ويصبح تابعاً المغناطيسي ويختمؼ ىذا القانوف عندم بلكموف التجاذب الكوني والتجاذ
1لمبعد مف الشكؿ 

𝑟𝑘   حيث𝑘 > بالرغـ مف انو عمى أبعاد كبيرة جداً  تويتطمب أدخاؿ تعديلًا جوىرياً عمى الحسابا 1
في حالة الشحنة الكيربائية  فمف متعدد الأقطاب يكوف الحقؿ الناتج وبالتالي الكموف بتقريب جيّد متطابؽ مع الكمو 
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 طية )المغناطيسية( الواحدة. تتواجد ىذه البنى الفيزيائية أينما درسنا الذرة حيث يتواجد الإلكتروف والبروتوفالنق
أو في حالة الغازات المؤينة كما يتواجد متعدد الأقطاب عمى المستوى الجيري الأرض مثلًا ىي ثنائي قطب كبير  

ىو ثنائي قطب ميكروسكوبي )مجيري( كما تظير ىذه الجممة ، الإلكتروف والبروتوف بيي)جيري( أو نقوؿ مايكروسكو 
كثيراً في المسرعات حيث يتطمب حساب الحقؿ المغناطيسي بدقة كبيرة بحيث يحقؽ معادلات ماكسويؿ في العمميات 

. يعّرؼ ثنائي القطب عمى انو عبارة عف شحنتيف [8,10] ةالرياضية والحاسوبية المتعمقة بحصر الشحنات الكيربائي
كما يمكف النظر الى دارة كيربائية عمى انيا ثنائي قطب ، rتقعاف عمى مسافة بينيما  ةتساويتاف متعاكستيف بالإشار م

كما يعرؼ عزـ ثنائي القطب بالعلاقة  نظرا لجية التيار ودوار الحقؿ المغناطيسي الناتج عنو )معادلة مكسويؿ الرابعة(.
𝜇 الآتية: = 𝑞 × L    ( حالة تيار 2) ؿكيفية تشكؿ متعدد الأقطاب مف مراتب مختمفة: الشك الأشكاؿ الآتية نوضحفي

 ( يمثؿ شحنات نقطية أو أقطاب مغناطيسية متعددة.3دائري، الشكؿ )

 
 ( دارة تيار كهربائي تمثل ثنائي قطب حسب جهة التيار2الشكل )

 
 

 رباعي أقطاب، ثماني أقطاب(. رسم تخطيطي لمتعدد الأقطاب من اليسار قطب واحد، ثنائي قطب، 3الشكل )
 

 
𝑳( في الشكل الآتي رسم تخطيطي لثنائي الأقطاب الكهربائي يظهر فيه البعد بين الشحنتين مساوياً 4الشكل) = 𝟐𝒂  كما ان

 مركز الثنائي ينطبق عمى مركز الإحداثيات.
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,𝑷(𝒙( الرسم التخطيطي الذي نحسب وفقه الحقول والكمون في النقطة 5الشكل ) 𝒚,𝟎) 

 

Electric Dipole Potential[11]لمتعدد الأقطاب بالصيغة الرياضية الآتية  يالكهربائ ن: يعرّف الكمو: 

𝑉 = ∑𝑣𝑖 = (𝑓𝑜𝑟 𝐷𝑖𝑝𝑜𝑙) =
1

4𝜋𝜀0

(
1

𝑞𝑟+

−
1

𝑞𝑟−

)

𝑖

                (6) 

±𝑟ولكن وحسب متطابقة الضلع الثالثة في مثلث لدينا:  
2 = 𝑟2 + 𝑎2 ∓ 2𝑟𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 

1

𝑟±
=

1

𝑟
[1 + (

𝑎

𝑟
)
2

∓ 2( 
𝑎

𝑟
 )𝑐𝑜𝑠𝜃]

−1
2                       (7) 

𝑟بتعويض ىذه الصيغة في عبارة الكموف والأخذ بعيف الاعتبار الشرط   ≫ 𝑎 عباررة الكموف نجد باستخداـ منشور تايمور    
 :الآتية

𝑉 =
𝑞

4𝜋𝜀0

. [1 −
1

2
(
𝑎

𝑟
)
2

+ (
𝑎

𝑟
)𝑐𝑜𝑠𝜃 − 1 +

1

2
(
𝑎

𝑟
)
2

+ (
𝑎

𝑟
)𝑐𝑜𝑠𝜃 + ⋯ ] 

𝑉 ≈
𝑞

4𝜋𝜀0𝑟
.
2𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟
=

𝑃𝑐𝑜𝑠𝜃

4𝜋𝜀0𝑟2
=

𝑃⃗ . 𝑟̂

4𝜋𝜀0𝑟2
                          (8) 

= 𝑃⃗يسمى المتجو  2𝑎𝑞𝐽 عزـ ثنائي القطب الكيربائي و𝑟̂  متجو واحدة وفؽ المتجو𝑟  سوؼ نتتبع في دراسة تكميـ .
متعدد الأقطاب الكيربائي، يمثؿ البعد عزـ رباعي الأقطاب المغناطيسي الطرؽ الرياضية نفسيا التي تستخدـ في دراسة 

 بيف القطبيف حجر الزاوية في دراسة عزوـ متعدد الأقطاب ويمثؿ رياضاً بالصيغة الآتية:
1

|𝑟 − 𝑟 ,⃗⃗ |
=

1

𝑟
*1 −

𝑟 ,

𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃 + (

𝑟 ,

𝑟
)

2

(
3𝑐𝑜𝑠𝜃2

2
−

1

4
)+ (

𝑟 ,

𝑟
)

3

(
5𝑐𝑜𝑠𝜃3

2
−

3𝑐𝑜𝑠𝜃

2
)+ + ⋯     (9) 

لمقوى التي تتناسب عكساً مع مربع البعد والتي تسمى قوى التربيع ليذه العلاقة أىمية بالغة في حساب الكموف والحقوؿ 
 دأو البع فالعكسي ومنيا قوى الجاذبية والقوى الكيربائية والمغناطيسية، وىو منشور تايمور لمبعد بيف شحنتيف كيربائيتا

ار في جميع العلاقات التي السبب يدخؿ ىذا المقد اوقد يكوف البعد بيف كتمتيف ماديتيف. ليذ فبيف كتمتيف مغناطيسيتا
 تحدد القوى والكمونات. مف جية ثانية تعبر ىذه الصيغة الرياضية عف ما يسمى حسابياً تابع التوليد 

(Generating Function) ( 9ومنو تشتؽ جميع التوابع الكروية التي تدرس الظواىر ذات التناظر الكروي. تنتج العلاقة )
ليجندر المختمفة والتي بدورىا تصؼ الكثير مف  عمور حيث تمثؿ حدود النشر توابالتوليد بسمسمة تاي عمف نشر تاب

الظواىر التي ليا تناظر كروي ومنيا الكموف الذي ندرسو ىنا أي كموف متعدد الأقطاب المغناطيسي. في ىذا السياؽ 
 .𝑃𝜄(𝑐𝑜𝑠𝜃)شكؿ نأخذ منشور تابع التوليد حيث تعبر حدود ىذا المنشور عف توابع ليجندر الكروية مف ال
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 ت، تربط ىذه العلاقا(Recurrences Relation)تتمتع ىذه التوابع بخصائص تناظرية ميمة تسمى العلاقات التكرارية 
ترتبط توابع ليجندر مع مشتقاتيا أيضاً سوؼ  غلتوابع ليجندر مف مراتب محددة فقط وفي بعض الصي ةالصيغ الرياضي

 .(ɻ)العلاقة العامّة لمكموف والطاقة الخاصة لرباعي الأقطاب بتابعية الدليؿ  جنستخدـ إحدى ىذه العلاقات لاستنتا
 :باستخداـ العلاقة التكرارية لتوابع ليجندر الآتية

(𝑙 + 1)𝑃𝑙+1(𝑟) = (2𝑙 + 1)𝑟𝑃𝑙(𝑟) − 𝑙𝑃𝑙−1                  (10) 
( ومنو Arfkenتوجد دراسة وافية وموسعة لتوابع ليجندر والعلاقات التكرارية وكذلؾ تابع التوليد في مرجع عالمي شيير)

(  Griffith ,Electrodynamicأخذنا العلاقات الرياضية المستخدمة ىنا لوصؼ متعدد الأقطاب ويوجد دراسة وافية في )
 حيث تـ ىناؾ حساب كموف ثنائي القطب الكيربائي. تنتج مف ىذه العلاقة التكرارية توابع ليجندر مباشرة  [2,3]

 ( نجد اف:10وسوؼ نحدد التوابع الأربعة الأولى التي سوؼ تمزمنا في دراسة متعدد الأقطاب. مف العلاقة )
𝑃0 = 1  , 𝑃1 = 𝑟 , 𝑃2 =

1

2
(3𝑟2 − 1),𝑃3 =

1

2
(5𝑟3 − 3𝑟) 

𝑟وبفرض  = 𝑐𝑜𝑠𝜃 شكؿ مجموع  ى( السابقة بتابعية توابع ليجندر عم9القطبيّة نستطيع كتابة العلاقة ) تفي الإحداثيا
 كما يمي: ɻبمعامؿ صحيح موجب 

. ⃗⃗∇يعطى معيار كولومب لمحقؿ الشعاعي بمعادلة مكسويؿ الثالثة   𝐴 (𝑟 ) = ويعطى منشور الكموف الشعاعي وفؽ  0
 . [13,14 ,10] التوافقيات الكروية بالعلاقة الآتية

𝐴 (𝑟 ) = ∑𝑎𝑙𝑀𝑙𝑚  
𝑌𝑙𝑚

𝑙 (𝑟̂)

𝑟𝑙+1
+ 𝑏𝑙𝑇𝑙𝑚  

𝑌𝑙𝑚
𝑙+1(𝑟̂)

𝑟𝑙+2
                                             (11)

𝑙𝑚

 

l ≥ 1  , −l ≤ m ≤ l      
,𝑟مف أجؿ أي تابع ؿِ  𝜃 :تكتب التوابع الكروية التوافقية عؿ شكؿ منشور في ىذه المتحولات عمى الشكؿ 

𝐹(𝑟, 𝜃) = 𝑎𝑜𝑃0(𝑐𝑜𝑠𝜃) + 𝑎1𝑃1(𝑐𝑜𝑠𝜃)+ 𝑎2𝑃2(𝑐𝑜𝑠𝜃) + ⋯… = ∑alPl(cosθ)

∞

l=0

 
 بأخذ اللابلاسي ليذا التابع نجد اف:

∇2𝐹(𝑟, 𝜃) = ∑ {
1

𝑟2
.
𝑑

𝑑𝑟
[𝑟2

𝑑𝑎𝑙

𝑑𝑟
] − 𝑙(𝑙 + 1)

𝑎𝑙

𝑟2
} 𝑃𝑙(𝑟)       (12)

∞

𝑙=0
 

 
 (7الشكل )
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عزوـ مغناطيسية في التوزع حيث مف أجؿ كثافة التيار المتشكؿ مف جراء حركة الشحنات أو مف تشكؿ محصمة 
لمدارة الكيربائية في مبدأ الإحداثيات، حسب ىذا الاختيار يكوف الكموف الشعاعي والحقؿ  عافترضنا اف التموض

 الآتية: تالمغناطيسي معطياف بالعلاقا

𝐴 (𝑟 ) =
𝜇0

4𝜋
∫𝑑𝑉 `

𝐽 (𝑟 `⃗⃗⃗  )

|𝑟 − 𝑟 `⃗⃗⃗  |
    ,                  𝑟 ≫ 𝑟 ` 

𝜇0  حيثُ  = 4𝜋 × تفيدنا ىذه العلاقة المشتقة  كثافة التيار المحيطي في الدارة. 𝐽 (𝑟 )سماحية المغناطسية لمفراغ.   107
مف خواص التفاضؿ والتوابع الكروية في دراسة لحقوؿ الكيربائية والمغناطيسية وغيرىا مف مواضيع الفيزياء. وبما اننا 

 ( الصيغة الآتية: 12بلاسي معدوماً بسبب التناظر لذلؾ نأخذ مف العلاقة )نيتـ ىنا بدراسة التوابع التوافقية التي يكوف فييا اللا
1

𝑟2
.
𝑑

𝑎𝑟
[𝑟2

𝑑𝑎𝑙

𝑑𝑟
]− 𝑙(𝑙 + 1)

𝑎𝑙

𝑟2
= 0             (13) 

𝑎𝑙بحؿ ىذه المعادلة نجد اف الحؿ يأخذ الشكؿ الآتي:  = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑟𝑙 𝑎𝑙أو      = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑟−𝑙−1  ىذه الثوابت تختمؼ
,𝐹(𝑟. وبالتالي يمكف كتابة التابع  𝑙حسب قيـ   𝜃) :بالصيغة الآتية 

𝐹(𝑟, 𝜃) ≡ ∑[𝑎𝑙𝑟
𝑙 + 𝑏𝑙𝑟

−𝑙−1]𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃)

∞

𝑙=0

 

𝑏𝑙حيث:    , 𝑎𝑙  شحنتيف أو قطبيف مغناطيسييف عمى شكؿ  بيفثوابت كيفية. يمكننا أف نكتب العلاقة العامة لنشر البعد
 مجموع كما يمي:

1

|𝑟 − 𝑟 ,⃗⃗ |
= ∑

𝑟 ,𝑙

𝑟𝑙+1
𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃)  ,              𝑟 > 𝑟 ,            (13)

𝑙=0

 
وىي العلاقة العامة لمقموب مسافة بيف نقطتيف في الفراغ، بتابعية توابع ليجندر وىي بنفس الوقت العامؿ الحاسـ في 

استنتاج  ىذه العلاقة نستطيع فحساب الكموف والحقؿ في حالة القوى المحافظة التي تتبع قانوف التربيع العكسي. م
( ومف أيّة مرتبو نريد. الحد الأوؿ يعبّر عف كتمة نقطية والثاني يعطي البعد بيف نقطتيف والثالث 4جميع حدود العلاقة )

 .....اكتؿ نقصد ىنا كتؿ مغناطيسو أو أقطاب متعاكسة كما في حالة مغناطيس مستقيـ، وىكذ ةالأبعاد النسبية لثلاث
شرط التكميـ الخاص بالشحنة المغناطيسية بطريقة رياضية معقدة تعتمد  [3,7.13]شوينجر –مف جية ثانية بيّف ديراؾ 

عمى معادلات ماكسويؿ وعتى العلاقات التناظرية بيف الحقوؿ الكيربائية والمغناطيسية وتوصلا الى علاقة التكميـ 
 لمشحنة المغناطسية كما في العلاقة الآتية:

𝐽𝑖 =
𝑒

2𝜋𝑐
.
𝑛

2
             𝑛 = 0 ,±1 ,±2…… ..              (14) 

 شوينجر لاستنتاج شرط تكميـ الشحنة المغناطيسية انطلاقا مف التناظر في –الشكؿ اليندسي الذي أعتمده ديراؾ 
 معادلات ماكسويؿ لمحقميف الكيربائي والمغناطيسي.

 

 
 (8الشكل )
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( حيث  8سوؼ نختار المخطط اليندسي لتوضع الشحنات كما في الشكؿ ) لتعميـ تكميـ ديراؾ شوينجر
𝑔 𝑚𝑎𝑔𝑛𝑡𝑖𝑐 𝑐𝑕𝑎𝑟𝑔𝑒 , 𝑞 𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐 𝑐𝑕𝑎𝑟𝑔𝑒 . 

ىندسياّ كما يوضح كيفية اختيار شعاع  𝑞وشحنة كيربائية 𝑔 ( يوضح ماىية المسافة بيف كتمتيف مغناطيسية 8الشكؿ )
(. نحسب الحقؿ الكيربائي والحقؿ monopoleوحقؿ قطب مغناطيسي وحيد )  𝐸⃗الة حقؿ عزـ متعدد الأقطاب في ح

يكوف كؿٍ مف  Ɵزاوية  zمع المحور  rيصنع  rتبعد عف المركز مسافة  pالمغناطيسي الناتج عف الشحنتيف في نقطة 
 معطىٍ بالعلاقات الآتية: pالحقؿ الكيربائي والمغناطيسي في النقطة 

𝐸(𝑟 )⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑞
𝑟 

𝑟3
⃗⃗𝐵(𝑟 )   و   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑔 

𝑟 − 𝑑 

|𝑟 − 𝑑 |
3                        (15) 

 حسب قوانيف الألكتروديناميؾ يشّعّ ىذا الثنائي المختمط طاقة وفؽ نظرية بوينتينج مساوية لػػػػػػػػػ:
𝐾⃗⃗ =

1

4𝜋𝑐
 𝐸⃗ ×𝐵 ⃗⃗  ⃗                 (16) 

 كما يمي: ي( نحسب كثافة العزـ الزاوي الكيرطيس16( في )15بالتعويض مف )

𝐿⃗ = 𝑟 × 𝐾⃗⃗ =
𝑔𝑞

4𝜋𝑐

𝑟 × [𝑟 × 𝑑 ]

𝑟3|𝑟 − 𝑑 |
3     ,   𝑟 × 𝑟 = 0             (10) 

 مف الشكؿ اليندسي أعلاه نستبدؿ المقادير الشعاعية بما يكافئيا أي نختار  
𝑟 × 𝑑 = −𝑟𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃   , 𝑟 × [𝑟 × 𝑑 ] = 𝑟2 𝑑 𝑠𝑖𝑛𝜃𝜃 

. وفؽ ىذه التحويلات واستخداـ خواص الجداء الشعاعي وجبر Ɵيعني متجو الواحدة وفؽ المنحى أو الاتجاه  𝜃الرمز 
غير المعدومة لإف الخواص التناظرية الدورانية  ةىي المركّبة الوحيد   𝑍وفؽ المحور    𝐿⃗المتجيات تبيّف لنا أف مركبة  

ف العلاقة (، لذلؾ نحسب فقظ ىذه المركبة مXYتعطي محصمة معدومة لمعزـ في المستوي )ْ    𝑍لمعزـ حوؿ المحور 
(10) 𝑧̂. 𝑟 × [𝑟 × 𝑑 ] = 𝑧̂. (𝑟 [𝑟 .𝑑 ] − 𝑑 . [𝑟 . 𝑟 ]) = 𝑟2 𝑑 𝑐𝑜𝑠𝜃2 − 𝑟2 𝑑 = −𝑟2 𝑑 𝑠𝑖𝑛𝜃2 

× 𝐴السابقة:  تحيث استخدمنا خاصية الجداء الشعاعي الآتية حيث وردت في العلاقا (𝐵⃗ × 𝑐 ) = 𝐵⃗ (𝐴 .𝐶 ) −

𝐶 (𝐴 . 𝐵⃗ ) :يصبح العزم الزاوي الكلي 
𝑧̂. 𝐿⃗ = ∫𝑑3𝑟 𝑧̂. 𝐿⃗ = ∫ 𝑑𝜑∫ 𝑑𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜃 ∫ 𝑑𝑟 𝑟2

𝑔𝑞

4𝜋𝑐

𝑑 𝑠𝑖𝑛𝜃2

𝑟(𝑟2 + 𝑑2 − 2𝑟𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃)3 2⁄

∞

0

𝜋

0

2𝜋

0

=
𝑔𝑞𝑑

2𝑐
∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃2𝑑𝜃∫

𝑟𝑑𝑟

(𝑟2 + 𝑑2 − 2𝑟𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃)
3

2⁄

∞

0

𝜋

0

 

 بإجراء هذا التكامل خطوة خطوة حسب تسلسل المتحولات نحصل علئ النيجة النهائية الآتية:

𝑧̂. 𝐿⃗ =
𝑞𝑔

𝑐
 

ينتج هذا من كون العزم الزاوي مكمم في ميكانيك الكم  وهي نتيجة مهمة في مسألة تكميم عزم متعدد الأقطاب

بواحدات من  
ħ

2
حيث نستنتج مباشرة أن              

𝑞𝑔

𝑐
= 𝑛

ħ

2
=> 𝑞𝑔 = 𝑛

ħ𝑐

2
    , 𝑛 ∈ 𝑍 

 
 :الأستنتاجات والتوصيات

 –تـ في ىذا البحث استنتاج طريقة جديدة لدراسة كمية لمتعدد الأقطاب المغناطيسي حيث أستعرضنا شرط ديراؾ 
شوينجر في تكميـ الشحنات الكيربائية وامغناطيسية التي تؤدي الى امكانية وجود أحادي القطب المغناطيسي. ينتج 

لحقوؿ المغناطيسة في معادلات مكسويؿ ومعيار كولومب. شرط التكميـ ىذا مف التنظر بيف أثر الحقوؿ الكيربائيو وا
استخدمنا تابع التوليد لتوابع ليجندر حيث تـ نشره بسمسمة تايمور . تبيف لنا أمكانية الحصوؿ عمى عزوـ متعدد الأقطاب 
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 لكوانتي المداريالعدد ا lحيث يمثؿ  (l,m)المغناطيسي مف حدود النشر حداً حدّ. تتبع ىذه الحدود العامميف الكوانتييف 
العدد الكوانتي المغناطيسي. تظير ىذه الأعداد الكوانتية في العلاقات التكرارية التي تربط توابع ليجندر مف (m)  و 

مع الصيغة التي تسبقيا وتمييا فقط ولا ترتبط بباقي  nمراتب محددة مكممة فقط ىذه العلاقت التكراريةتربط كؿ صيغة 
 الصيغ الأخرى . نعطي بعض ىذه الصيغ عمى سبيؿ المثاؿ لإف عدد ىذه الصيغ يتجاوز الثمانيو منيا الآتية:

(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) = (2𝑛+ 1)𝑃𝑛(𝑥) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥) 
𝑃𝑛+1

` (𝑥) − 𝑃𝑛−1
` (𝑥) = 2𝑥𝑃𝑛

`(𝑥) + 𝑃𝑛(𝑥) 
جندر التفاضمية تعميماً لمعادلة شرودينجر الكميّة مف وجية النظر الرياضّية، كما تعتبر ىذه العلاقات مع معادلة لي

يمكف استنتاج جميع حموؿ معادلة شرودينجر كحالات خاصة مف معادلة ليجندر.استطعنا مف ربط عزوـ متعدد 
تحت شوط التناظر لمعادلات  الأقطاب  )حدود منشور تابع التوليد( بالأعداد لكوانتية والتي تبيف الطبيعة الكمية لمعزوـ

مكسويؿ والنظرية المعيارية . الطريقة المستخدمة في ىذا البحث رياضيّة بحتة ترتكز عمى مبادئ فيزيائية مف نظرية 
يمكف استخداـ حدود تابع التوليد لدراسة متعدد الأقطاب مف أية مرتبة نريد، كما يمكف تطبيؽ النتائج  الحقوؿ الكميّو.
ا ىنا في دراسة العزوـ المغناطيسة لمذرات متعددة الألكتونات التي تتشكؿ فييا عزوـ مغناطيسّية عمى التي توصمنا لي

شكؿ ثنائيات او رباعيات أو سداسيات اقطاب أو مف مراتب عميا. لا يمكف حؿ مسألة الذرات المتعددة الإلكترونات 
في ىذه الحالة. بمعرفة طاقة العزوـ المغناطيسيو  بطيقة معادلة شرودينجر بؿ يجب استخداـ الطرؽ الإحصائية الكمية

في كؿ ذرّة  وأخذ القيمة الوسى ليذه العزوا نستطيع حساب حدود التصحيح التي تتوجّب إضافتيا الى النتائج المحسوبة 
 سابقاً، وىذا ما يتوجّب القياـ بو في المستقبؿ.
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